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Introduction

1. Dans ce papier, un anneau est toujours commutatif & élément unité
tout module est unitaire et le mot algébre veut dire algébre associative a
élément unité non nécessairement commutative. De plus, il s’agira toujours
d’algébres positivement graduées (de type N) munies d’un isomorphisme
d’anneaux - avec un anneau de base fixé - en degré 0. Un homomorphisme
d’anneaux ou d’algébres transforme toujours P'élément unité en élément
unité. Par la suite, le mot algébre universelle est employé dans le sens de
solution d’un certain probléme universel, qu’on ne précisera pas, si aucune
confusion n’est & craindre.

La premiére partie concerne une algébre (I'algebre 4(M)) qui dans les
“bons cas”, coincide avec I’algébre extérieure et qui en est distincte, dans les
“cas intéressants”. Pour ce qui est du foncteur 4, il commute avec les limites
inductives filtrantes mais ne transforme pas modules libres de type fini en
modules plats. En conséquence, le théoréme de Lazard (Cf. [4]) ne s’applique
pas.
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Dans la deuxieme partie, on commence par montrer comment peut on
commutativiser certaines algébres universelles. Ensuite, c’est ’étude d’un
exemple concernant 'algébre symétrique qui nous améne & une généralisation
ainsi qu’au probleme posé a la fin de ce travail.

2. Si A4 est un anneau et M un 4-module, on désignera par U 1’'un quel-
conque des foncteurs T (algebre tensorielle), S (algebre symétrique) et A
(algebre extérieure) et par U,(M) le sous-A-module de U(M) des éléments
homogenes de degré q. On renvoie a [3] pour des résultats concernant ces
algébres.

On dira que s € 4, s5=0, est un élément régulier si la relation sa=0 avec
a € A entraine a=0 Si K désigne I’anneau total de fractions de 4, le sous-4-
module de torsion de M est défini par ¢t (M)=Ker(M—->MXK).

1 L’ALGEBRE 4 (M)
1. Préliminaires

Soient 4 un anneau, M un A-module, 7'(M) son algebre tensorielle, I (M)
I'idéal bilatere de T(M) engendré par les éléments xR y+ yRx, x et y
parcourant M et J(M) I'idéal bilatére de 7 (M) engendré par les éléments
x&x, x parcourant M. Etant donné que, quels que soient x, ye M, on a
2Qy+ yRQrx=(x+ y)R(x+ y) —2x&Rx— y& vy, alors I(M)C J(M). Silon pose
AM)=T(M)/I(M) et N(M)=T(M)/J(M) (algebre extérieure de M), ’appli-
cation identique T(M)— T'(M) nous fournit le diagramme commutatif

T(M)—->T(M)

4(M)—> N (M).

Il est évident que 4(M)—— A(M) est un homomorphisme surjectif
d’algebres graduées. Il s’agira, entre autres choses, d’étudier sous quelques
conditions 4 (M)-——> A (M) est un isomorphisme de A4-algébres graduées.

L’algebre 4(M) est solution d’un probleme universelle facile a établir.
Les propriétés habituelles de Palgebre tensorielle, par exemple, peuvent
s’étendre facilement & 'algebre 4(M). Sil’'on désigne par 4,(M) le sous-A-
module de 4 (M) des éléments homogeénes de degré ¢ >0, il est facile de voir
que 4,(M) est I'image de T ,(M)=M&--QM (g fois) par 'homomorphisme
canonique T'(M)——4(M), i.e., 4,(M)=T,(M)/ T, (M) I(M), pour tout g=>0.
Donc, do(M)=A, 4,(M)=M et ceci nous montre que ’application A-linéaire
composée M T(M) A(M) est injective.

2. Cas ou 2 est inversible

Si 2 est inversible dans I’anneau A4, pour tout x € M, on peut écrire
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2R x :—;—(x(g)x—%— *Qx) € J(M), i.e., I(M)=J(M). Cecinous montre que 4(M)

= A(M). Par exemple, si 4 contient un corps de caractéristique zéro, pour
tout 4-module M on a 4(M)= A(M).

Provposition 1: Soient A un anneau, L un A-module libre et supposons que
2 soit un élément régulier dans A. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) L’homomorphisme canonique 4(L)—> A (L) est un isomorphisme;
(ii) 4(L) est un A-module libre;
(iii) 4(L) est un A-module projectif,
(iv) 4d(L) est un A-module plat;
(v) 4(L) est un A-module sans torsion;
(vi) 2 est vnversible dans A.

La seule chose & montrer c’est que (v)=(vi). Or, si 4(L) est sans torsion
(sur A4), il en est de méme de 4(A4) (sous-A4-algébre de 4(L)) et étant donné que
4(A)=A[X]/(2X?)=A[x] avec 2x°=0, ceci entraine que x*=0 ou encore,
que X2 € (2X?). Done, 2 est inversible dans A.

CoROLLAIRE: Soient A un anneau et P un A-module projectif de type fini.
Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) 4P)—>ADP);

(ii) 4(P) est projectif;

(iii) 4(P) est plat;

(iv) 4(P) est sans torsion;
(v) 2 est inversible dans A.

En effet, on a trivialement (i)=(ii)=(iii)=(iv) et (v)= (i). Encore ici, il
nous faut seulement démontrer (iv)=(v). Etant donné que 4(P) sans torsion
équivaut & 4(P,) sans torsion pour tout idéal maximal m de 4 et que d’apres
la proposition, ceci équivaut & 2 est inversible dans A4, pour tout idéal
maximal m de A, le lemme de globalisation nous montre alors que 2 est
inversible dans 4.

Le lemme suivant achéve la démonstration du corollaire ci-dessus:

Lemve: Une A-algébre B est sans torsion si et seulement si la A,-algébre
B, est sans torsion pour tout idéal maximal p de A.

Il est clair que si B est sans A4-torsion, alors B, est sans A4 ,-torsion pour
tout idéal maximal p de 4. La réciproque nous est fournit par le lemme de
globalisation (cf. [2])).
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RemargQues: (1) Il est évident que, dans le lemme ci-dessus, 4 n’est pas
nécessairement intégre (cf. [ 6], prop. 2).

(2) Bien entendu, le lemme reste valable si B est seulement un 4-module.
Par contre, si 2 n’est pas régulier dans 4, la proposition n’est plus vraie.

Exempre 1: Soient 4=Z/(6) et munissons P=Z/(3) de sa structure
naturelle de 4-module. Pour qu’on puisse faire les calculs en détail, posons

A=1{0,1,2, 3 4 5 et P={0, 1, 2}, la loi de 4-module sur P étant
Ax P P

(a, ) ——ax.

L’idéal I(P) (resp. J(P)) de T(P) est engendré par les éléments 11 +1R1=
20R1D =21, 282+282=221®2)=2(181)=2R®1 et 12+2Q1=4(1Q1)=
1®1 (resp. 1Q1 et 292=4(1R1)=1®1). Etant donné que 1Q1=2(2R1), on
en déduit que J(P) C I(P), donc I(P)=J(P). Ceci nous montre que 4(P)= A(P)
malis 2 n’est pas inversible dans A.

RemarQuE: Dans le cas ou A est integre, il est clair que dire que 2 est
un régulier de 4 équivaut a dire que 2-~0 dans A.

Dans le cas ou ’anneau est noethérien, on peut donner un résultat que
voiei:
ProposiTion 2: Sotent 4 un anneau noethérien, L un A-module libre et sup-
posons que 2 ¢ [\ (2)", ou (2) est Uidéal de A engendré par 2. Alors, les condi-
7n=0
tions survantes sont équivalentes :
D) AL)—>AL):
(ii) 4(L) est libre;
(iil) 4(L) est projectif,
(iv) 4(L) est plat;
(v) 2 est inversible.

Il est clair encore ici que la seule chose & démontrer c’est que (iv) = (v).
Supposons 2 non inversible. Si l'on tensorise la suite exacte de 4-modules
0——(2)—— 4 par 4(L) -qui est supposé plat- on a la suite exacte de 4-modules
00— 4(L)R4(2)—2>4(L)RaA~=4(L). Puisque A est facteur direct de L, alors
A(L) contient 4(A)=A[X]/(2X*)=A[x], 25°=0, en tant que sous algebre,
donc a(x*®2)=2x%=0 entraine x*®2=0. Il existe alors des éléments x, ...,
%, € A(L) et ay, ..., a, € A tels que 2¢,=0G=1, ..., n) et xzz_Zn] a;x;.  On peut
supposer que les x; soient des éléments homogenes de degréZ 21 de 4(4), i.e., il
existe des éléments b; € A4 tels que l—f_,‘l a;b; € (2) ou encore, il existe ¢ € 4 tel
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que 1— i a:b;=2¢. 8il’on multiplie cette relation par 2 on trouve 2=4c, car
i=1 o
2a;=0 (=1, ..., n). Ceci entraine que 2 € "\ (2)".
n=0

3. L’anneau est de caractéristique 2

Si Panneau 4 est de caractérisitique 2, i.e., si 2-1=0, alors quels que
solent x, y€ Mon a x® y+ yQQx =2 y— y&Kx et ceci nous montre que 4(M)
= S(M), Yalgébre symétrique du 4-module M. Dans ces conditions, 4(M)—>
A (M) n’est pas, en général, un isomorphisme.

En effet, supposons que M soit un A-module de type fini et que S(M)=
A(M)~—> N(M). On peut, bien entendu, supposer A4 local d’idéal maximal m et
soit k le corps des restes. D’aprés le lemme de Nakayama, ’isomorphisme
A(M)—> N\(M) équivaut & Pisomorphisme 4(M)RQk—"> A(M)Rk. Or, A(M)Rk
— S(MYQk= S(M/mM)=k[ Xy,..., X, ] et AM)Qk= A(M/mM)=k" ( fo(;")=
27). Il est clair maintenant que k[ Xy, ..., X, ]—5k%* si et seulementqsi n=0,
i.e., si et seulement si M/mM=0. Le lemme de Nakayama nous dit alors que
M=0.

Le lemme de globalisation achéve la démonstration de la proposition
suivante:

ProposiTioN 3: Sotent 4 un anneau de caractéristique 2 et M un A-module
de type fini. Une condition nécessaire et suffisante pour que 4(M)——> A (M)
501t un 1somorphisme de A-algébres graduées est que M=0.

4. Cas ol 2 est un diviseur de zéro

Supposons que 2 soit un diviseur de zéro dans ’anneau A4, i.e., qu’il existe
un élément ¢ € 4, c=0 tel que 2¢=0. On suppose évidemment que ¢ =1, car
sinon A serait de caractéristique 2 (cf. §3). Considérons le sous-4-module cM
de M. On voit que, quels que soient x, y€ M, on a (cx)R(ey)+(cy)Q(cx)=
(cx)R(cy) —(cy)R(cx), done 4(cM)=S(cM). 1l s’ensuit que S(cM)=4(cM)
—A(cM) si et seulement si ¢cM=0 ou encore, si et seulement si M=0: cA.

Considérons maintenant le prolongement de I’injection canonique ¢ M——
M aux algebres 4 et A. On a le diagramme commutatif d’algébres graduées

Ad(cM)——d(M)

AleM)y——>A(M).

Si maintenant I'on suppose que 4{cM) soit une sous-A-algébre de A(M),
i.e., que homomorphisme 4(c¢M)——4(M) soit injectif, alors A(M)—=> N (M)
entraine 4(cM)-—=> A (cM) et ceci équivaut & dire que M=0: c4. On a ainsi
la proposition suivante:
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Prorosition 4: Sotent A un anneau, M un A-module de type fini et supposons
qu’il existe un élément c € A, ¢c+0, c5=1 tel que 2¢=0. St Phomomorphisme
A(cM)——4(M) est ingectif, alors 4(M)—=>N\(M) entraine M=0: c A.

On pourrait se demander si la condition ¢cM=0 entraine 4(M)—> A (M).
Ceci n’est pas vrai, comme nous le montre 'exemple ci-dessous.

ExempLE 2: 1l est clair, tout d’abord, que si c M=0, alors A= A4(cM)——4(M)
est injectif. On prend 4=Z/(12) et M=Z/(6). Etant donné que M~24, alors
Pélément ¢ =6 € A4 satisfait a la condition cM=0. D’autre part, ’idéal 1(M)
est engendré par les éléments 1RQ1+1R1=2R1 et mQn +nR@m=mn(2R1),
m et n parcourant 4. Donc, I(M) est I'idéal de T(M) engendré par 2 1.
L’idéal J(M) est engendré par 1RQ1 et m@m=m*(1R1), m parcourant A, done
J(M) est l'idéal de T(M) engendré par 1®1. Donc I(M)SJ(M), car 1R1 ¢
I(M). On a ainsi démontré que 4(M)—— A (M) n’est pas un isomorphisme.

5. L’algébre 4 d’'un module projectif

Etant donné un A-module M, si 4(M) est projectif alors M est lui méme
projectif, car facteur direct de 4(M). Par contre, M projectif (ou méme libre)
n’entraine pas 4(M) projectif, si 2 n’est pas inversible dans A (cf. prop. 1).

La dessus, on a le théoreme suivant:

TrEoREME 1: Soient A un anneau, M un A-module de présentation finie et
supposons qu’il existe un entier g >2 tel que 4,(M) soit projectif. Supposons,
de plus, que st m est le plus grand entier tel que N,(M)=+0, alors 2<q<m.
Dans ces conditions, M est un A-module projectif de type fins.

Cas Locar. Supposons que A soit local d’idéal maximal m et corps des
restes k. On peut écrire M comme quotient d’un module libre de type fini L,
i.e., une suite exacte de 4-modules 0 R L——M 0 de telle sorte que
LRk MRak. Le diagramme commutatif

0—Ker (4,(¢)) ——4,(L) “=54,(M) —0

a

0—Ker (A (@)= A (L) 5 A o M)—0,

0 0
I’hypothése que 4,(M) soit projectif et 'isomorphisme de k-espaces vectoriels
LR 4k~ M 4k entrainent Ker (4,(¢))Q4k=0. Le lemme de Nakayama nous
dit alors que Ker (4,(¢))=0, i.e., 4,(L)—=4,(M). Done, pour tout x € R et
quels que soient yi, ..., y,.1 € Lona xy; ... y,-1=0 dans 4,(L). Ceci entraine
que 0=a(xy1... y,-1) =2 A y1 /... A y,_1 dans A (L). Mais alors on sait (cf.[5],
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chap. IV, §1, th. 1) que »=0 pour tout x € R, i.e., R=0. Donc, L-==>M, c’est
a dire, M est un 4-module libre de type fini.

Cas Grosar. On sait que 4,(M) projectif de type fini équivaut & 4,(M,)
libre pour tout idéal premier p de 4 et, d’aprés le cas local, M, est A,-libre,

quel que soit p idéal premier de 4. D’aprés le lemme de globalisation, M est
projectif de type fini.

6. Torsion dans 4(M)

Soient 4 un anneau et M un A-module et supposons que M=M; o
iel

chaque M;=A/u; est un 4-module monogéne. On pose by, ..., ; =(2)+a;+
+a;, quels que soient iy, .., i, € Tet ¢, .., ; ={ala€ 4, Abgb;, ...,;, abe
biy..yiy. Ilestelairb;, ..., ; etc, .., ; sontdesidéauxde 4eth;, .., ; C
Ciyy ---» i, Quels que soient iy, ..., i, € I. Désignons par z(A) I’ensemble des
diviseurs de zéro de 4, i.e., z(A)={ala € 4, 3b € A4 tel que ab=0}.

TrEoREME 2:  Sous les hypothéses ci-dessus, les conditions suivantes sont
équivalentes:

(1)  4(M) est uneAd-algebre sans torsion;
(1) ¢y oeny 5, C2(A) quels que sotent iy, ..., in€ I

En effet, on peut écrire T,(M;) = A/a,QR4 Rad/a;~ A/a; et 4,(M;)=
T,.(M;)/ T,(M;) NI (DM;).
D’apres I’isomorphisme 7,(M;)~ 4/a; on voit que T,,(M;) N I(M;)~=(2) +a:/a;
done 4(M;)~A/(2)+q;. D’apreés I'isomorphisme 4(M) =& 4(M;) on peut écrire
i€7]
AM)=AD D A/bi, ..., et on en conclut donc que 4(M) est sans torsion

L1seveslpy
si et seulement si 4/b;, ..., ; est sans torsion quels que soient iy, ..., i, € I.
Ceci acheve la démonstration du théoréme.

CoroLLAIRE 1: Si les tdéaux b;, ..., i, sont premiers, les conditions
survantes sont équivalentes

(1) 4(M) est une algebre sans torsion;
(1) by, ooy i, =Cipy o.uy i, quels que sotent iy, ..., i, € I.

CoroLLAIRE 2: S7 [ est totalement ordonné et si pour i> j(, j€ I),1l existe
une application linéaire surjective My——M;, alors 4(M) est sans torsion si et
seulement si ¢; C z(A), pour tout i, € 1.
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II Algebres Universelles Commutatives

1. Algebres universelles commutatives

Soient 4 un anneau et M un 4-module. On peut définir des A-algébres
graduées 4'(M) et N'(M) (analogues de 4(M) et A(M)) commutatives. Elles
sont solutions de problémes universels faciles & établir. On dira que 4'(M)
(resp. A'(M)) est Valgebre 4 (resp. extérieure) commutative. Les diagrammes
commutatifs de 4-algébres graduées

T(M) ——— S(M) (M)

> S(M)

AM)y——dM)Qroy S(M)  AN(M)—— N(M)Q10,S(M)

nous montrent que 4'(M)=A4(M)Xru,S(M) et que N'(M)= NM)&7u,S(M),
ie, 4(M) et N'(M) s’expriment comme quotients de l’algébre symétrique
S(M).

TuEOREME 1: Soient A un anneau et M un A-module de type fini. Les
conditions sutvantes sont équivalentes:

(1) M est localement monogéne;
(i1)) L’homomorphisme canonique T(M)——S(M) est un isomorphisme de
A-algebres graduées;
(iii) Pour tout entier ¢=>2, on a A ,(M)=0.

De plus, st la caractéristique de Uanneau A est =2, les conditions ci-dessus
sont équivalentes aux conditions:

(iv) L’homomorphisme canonique 4(M)——4'(M) est un isomorphisme de
A-algebres graduées;
(v) L’homomorphisme canonique N\(M)—— N\'(M) est un tsomorphisme de
A-algebres graduées;
Finalement, la condition
(vi)  4,(M)=0 pour tout g=>2, entraine une quelconque (donc toutes) des con-
ditions ci-dessus.

L’équivalence (i) < (ii) est démontrée dans [6]. Si 'on suppose (iii), on
peut se ramener au cas ou A est local et soit m son idéal maximal. En par-
ticulier, A ;(M)=0, donc A (M/mM)=0 et ceci nous montre que M/mM est un
A/m-espace vectoriel de dimension 1. Donc, M est un A-module monogéne.
On a ainsi montré que (iii)=>(i). Finalement, si A4 est local et M est monogéne,
on peut écrire M= A/a, ou A ,(M)=0 pour tout ¢>2. Ainsi (i)=(iii). Il est
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clair (sans aucune hypothése sur la caractéristique de 4) que si (ii) est véri-
fiée, alors A (M) est 4(M) sont commutatives (en tant que quotient d’une algebre
commutative), donec A (M)—= A (M) et 4(M)—=>4'(M), i.e., (i)= (iv) et (v).
Si (v) est vérifiée, on peut supposer 4 local et, en tensorisant par le corps
résiduel de 4, on peut supposer que 4 soit un corps. Mais alors, A(M)—=
N'(M) entraine M de dimension 1 sur A, car si on suppose que dima(M)>2,
il s’ensuit que car. 4=2. En effet, il suffit de voir que si e;, e, sont deux
vecteurs quelconques d’une base de M sur 4, alors e; Aes;=—esNer=—e1/\ey
donc 2(e; Aey)=0 et ceci entraine 2-1=0 dans 4. On a ainsi montré que
(v)=>(i). Démonstration analogue pour (iv)=>(i). Finalement, étant donné
que A ,(M) est un quotient de 4,(M), alors (vi)=> (iii).

En général, il n’est pas vrai que (i)=> (vi).

ExempLe 4: On considere le 4-module 4. Donc, (i) est vérifice. Etant
donné que 4,(A4)~A/(2) on voit que (vi) n’est pas, en général, vérifiée.

CorOLLAIRE: Sotent 4 un anneau et M un A-module de type fini.
St M n’est pas localement monogéne, les conditions suivantes sont équiva-
lentes:

(i) car.4=2;
(i) A(M)—=4"(M);
Qi) A=A/,

En effet, si car. A=2, alors 4(M)=S(M) et, en particulier, 4(M) est com--
mutative. Done, ()= (ii) et ()= (iii). Réciproqument, si ’on suppose (ii)
vérifiée, alors on a (i) car, si car. 4=~2 il s’ensuit que M est localement mono-
gene. Ceci nous montre que (ii)=(i). Démonstration analogue pour (iii)=(i).
Ceci acheve la démonstration du corollaire.

Supposons que 2 soit un diviseur de zéro dans A, i.e., supposons qu’il
existe un élément c € 4, c=~0, c~1 tel que 2¢=0 et considérons le sous-A-
module ¢cM de M. On sait déja que 4(cM)=S(cM) et ceci entraine les isomo-
rphismes

T(cM)——>S(cM)
= J?
A(cM)y~—™=4'(cM)

N(eM)—=>N'(cM)

Une derniéere remarque sur les algébres universelles commutatives. Si 4
est un anneau et si M est un 4-module, désignons par K(M) I'idéal bilatére de
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T(M) engendré par les éléments x& y— y&x, x et y parcourant M. On con-
sidere, de plus, 'idéal bilatere de T'(M), Ts«(M)=@D T,(M). Puisque 2xXy¢€
q=2

I(M)+K(M), x et y parcourant M, il s’ensuit que 27, (M) I(M)+K(M).
D’autre part, 4'(M)=4(M)R 70 S(M) = T(M)/(I(M)+K(M)), donc 44(M)=~=
Ts(M)/ T«(MYN(I(M)+K(M)). Pour tout uwe Tsw(M), 2ue I(M)+K(M),
done 2a2=0, ou @ € 44,(M). Ceci nous montre que si 2 est un élément régulier
de 4, alors 44(M) C¢(4'(M)). Sil’on suppose maintenant que 45(M)=:(4'(M)),
étant donné que A (M)=APMPD 4,,(M), alors ¢t (M)=0, car ¢t(4i(M)) =
t( (M) =t (4 (M))=4,(M), i.e., 4,(M) est un A-module de torsion.
Réciproquement, si t(M)=0, alors ¢(4'(M))=1t(45(M))C 4.(M), donc
t(4'(M))=4,(M). Un résultat analogue peut étre établi si 'on remplace le
foncteur 4’ par le foncteur A’. On a donc démontré la proposition suivante:

ProrositionN 5; Sotent A un anneaw et M un A-module. Si 2 est un
élément régulier de Uanneau A, les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) 4M)=1t(4'(M));
(1) ALM)=t(N'(M));
(i) ¢(M)=0.

2. Etude d’un exemple concernant I’algébre symétrique

L’exemple qu’on étudie ici est inspiré de Samuel (cf. [87]). 1l s’agit d'un
exemple d’un module M réflexif, donc sans torsion, de rang 2 tel que S,(M) et
S3(M) soient sans torsion mais S,(M) a de la torsion.

Soient 4 un anneau local intégre, m son idéal maximal et supposons que m
soit engendré par trois éléments ai, as, as. Soit {ey, ..., es} la base canonique
du A-module libre A° et soit P le sous-A-module de A° engendré par les
éléments

x17=a1e1tazestazes
Xo= aies+ases+aszes

X3 = arest+azestazes.

Soit M = A°/P et désignons par n: 4>——M I’épimorphisme canonique. Soit,
de plus, S(7): S(A%——S(M) lextension de 7 aux algébres symétriques et,
pour tout entier ¢=>0, S,(7): S,(A°)——S,(M) la restriction de S(7) aux sous-
modules de degré g. On sait que Ker(S(n)) est I'idéal de 'anneau de poly-
némes S(A°)=A[ Xy, ..., X5 ] engendré par Pimage du module P dans S(A4°).

On va montrer que ¢(S;(M))0. En effet, considérons les polynomes
f1=XEi—X1Xs, fo=XXs— X1 Xy, f3=X5—X1Xs. Sil’on pense x1, x2, x3 comme
étant des éléments de S(4°), on peut les écrire sous la forme
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x1=a1X1+azX2+agX3
Xg= a1 X+ as Xz +asXy
X3= a1 X3+ ar X4+ asXs.

Considérons les polyndmes g, =x1X,— x,X; et gz=xX5—x3X;. On peut
écrire gi=asf1tasf; et ge=azf2tTasfs, donc fsg1 —fzgzzas(flfs*fg)- i
est évident que Si(7) (fifs—f3)F0, car les coefficients du polynéme f1fs—f3
sont 1 et —1 alors que les coefficients des générateurs de P sont dans m.
D’autre part, as(fifs—f3=fsg1—f28: € Ker (S4(n)), i.e., asSu(m) (f1fs—f%)
=0. Ceci nous montre que S,(M) a de la torsion.

Par la suite, on supposera que A soit local régulier de dimension 3. Mon-
trons que M est alors réflexif, donc sans torsion. En effet, on remarque tout
d’abord que P est un 4-module libre, done, la suite exacte de 4-modules

0 P A® M 0

nous donne dh(M)<1+ dh(P)=1.

Pour tout idéal premier p de 4, pSm, il existe au moins un a; ¢ p. Sup-
posons que a; ¢ p. Alors ey, es, e3 sont des combinaisons 4,-linéaires de ey, es,
x1, %2, 3. Donc une base de A3 est formée, par exemple, par ces éléments.
Etant donné que P, est engendré par xi, x;, w3, alors M, est A,-libre de
rang 2. D’aprés un résultat de Samuel (cf. [ 8], proposition 3), M est réflexif.

Montrons maintenant que t(S,(M))=0. Posons L= S,(A4%)=A'®; on sait
que Sy(M)=L/E, ou E est le sous-4-module de L engendré par les éléments
de la forme x1X;, x:X;, x3X; (i=1, ..., 5). Etant donné que rg(M)=2, alors
rg(S;(M))=38, donc rg(E)=12. Dans E, les relations triviales x1x;— x22:=0,
X2%3 — x3x2=0 et x3x; — x1x3 =0 peuvent se traduire par les relations
suivantes:

5 5
.glbz(xlXi) - ;lci(szi) =0
- 5 5
;ldi(szi) __;41 bi(x3X1)=0 1)
5 5
‘Zlci(xSXi) - Z:ldi(xlXi) =0,
ou 6120, bzzal, b?,:az, b4:a3, b5:0, ci1=ai, Co=—0ay, C3=—0as, C4——_O, (,‘5:0,
d1:0, dzz(), d3:a1, d4=a2 et d5:a3.

Désignons par vy, z;, ¢;(i=1, ..., 5) une base de L et considérons le sous-
A-module H de L engendré par les éléments

5 5
u1:Z biyi— Z CiZ;
i=1 i=1
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5 5
uz=72, dizi— ), bit;
i=1 i=1
5 5
us= 2, citi— 2, d;yi
i=1 i=1

(relations analogues & (1)). Il est facile de voir que H est un sous-4-module
libre de I, de rang 3. Ceci nous montre que le quotient E'=L/H est de rang
12. Montrons que E' n’est pas libre. En effet il suffit de voir que, [ E'®(4/m):
A/m]=15 et [FR4K: K]=12, K étant le corps des fractions de 4 (cf. [ 2],
-chap. II, §3, n° 2, prop. 7). Donc, E' n’est pas non plus projectif et ceci
-entraine que dh(E)=1+dh(H)=1.

Considérons ’application A-linéaire(surjective) L——E définie par y; —>
x1X;, z; ——x0X;, t; ——x3X; (=1, ..., 5). Elle annule H, donc par passage
au quotient, on obtient un épimorphisme de 4-modules F——E——0. Si N
désigne son noyau, on a la suite exacte de 4-modules

0 N E E 0.

Si E est sans torsion, alors N =0, donc E'~ E (isomorphisme de 4-modules),
car NQAK =0 (F et E étant du méme rang, il s’ensuit I'isomorphisme de K-
espaces vectoriels QK> ER4K) et t(N)=0, car N est un sous-module d’un
module sans torsion. De tout ceci, il s’ensuivra que E n’est pas libre et que
dh(E)=1. :

Montrons que t(E")=0. Si ze€ t(E), il existe un scalaire c € 4, ¢=~0, tel
que cx=0 ou encore, tel que cx € H. On peut donc écrire cx=aju;+ajus+ajus
aveca: € A (i=1,2,38). Sia}e Ac (i=1, 2, 3), alors x € H et il n’y a plus rien
3 démontrer. Sinon, on peut écrire

5 5 5
cx :zzl<aibi—a§di) ¥i+ izl(aé di—ajci)zi+ 121(%01'—&551')15;'-

D’autre part, il existe des éléments b/, c;, d; € 4 (i=1, ..., 5) tels que
5 5 5
x= by + )2 clzit+ 21 dit;, done,
i=1 i=1 i=1

cbi=a1b;—asd;
cci=ayd;—ajc; (i=1,..,5).

cd;=ajc;—asb;

En particulier, cby;=aja; et cci=—aja, entrainent o € (Ac: Aay)N(Ac:
Aas)=Ac: A(ay, az). De méme, de cci=ajsa. et cd;= —ajzas on deduit que
aj € (de: Auy)N\(Ac: Aas)= Ac: A(as, a3). Finalement, les relations cb;= —azas
et cd|=aja, entrainent a} ¢ (dc: Aas)N\(Ac: Aay)= Ac:A4{as, a1). On peut donc
supposer que a, ¢ Ac, done Ac & Ac: A(ai, as) et ceci nous montre qu’il existe
un idéal premier p associé a Ac tel que A(a,, az)Cp (ef. [7]). Puisque A4 est
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local régulier, h(p)=1, absurde, car a;, a; est une A-suite. Ceci nous montre
bien que E’ est sans torsion.
La suite exacte de 4-modules

0 E L So(M)—0

et le fait que S,(M) n’est pas projectif, entrainent di(S,(M))=1+ dh(E)=2.
En particulier S;(M) n’est pas réflexif.

Etant donné que prof (So(M))+ dh(S(M))=dim (A), il s’ensuit que prof
(Se(M))=1. 1l existe alors un élément b € 4, 6=~0 (d’ailleurs, b € m) tel que
I’homothétie

So(M)—— S2(M)

u ——bu

soit injective.

Soit p un idéal premier associé a Sy(M). Il existe un u € So,(M), u=~0, tel
que p=Ann(u). Il est clair alors que p&m car si p=m on aurait bu=0, done
u=0, ce qui est faux. Done, pour tout idéal premier p de A associé a S.(M),
ona p=m. Or, M étant réflexif, il s’ensuit que M, est A,- libre pour tout
idéal premier pz=m. En particulier, S,(M,) est 4,- libre pour tout p associé a
So(M). A ce moment-la, pA4, étant associé & S(M,), il s’ensuit que pA4,=0,
donc p=0. Ceci nous montre que ¢(S,(M))=0.

On va finalement monirer que t(S;(M))=0. En effet, on sait que S;(M)=
S3(A°)/F ou F est le sous-A-module du 4-module libre S;(A4°) engendré par
les éléments x, X;X;, x.X.X;, x:X;X; (i, j=1, ..., 5). Puisque rg(S3(4%)=35 et
rg(Ss(M))=4, alors r g(F)=3l.

Désignons par yi;, zij, ti; (i, j=1, ..., 5) une base du 4-module libre L= 4*°,
ou évidemment on a yi;= yji, zij=2zj; et tii=1t;;, quels que soient i, j. On pose

5
ul,j:.Zlb P Vii— Z CiZij

=

uz,j=.21d,-z,-j—21bitu (j=1,...,5), (2

ou les 4;, c¢;, d; ont été déja définis plus haut. _

Soit ¢ la permutation de {1, 2, 3} définie par ¢(1)=38, ¢(2)=1 et ¢(3)=2
et considérons Pensemble I, ,= fl 2,8 x {1, ..., 8} —{(m, n)},oume {1, 2, 3}
et n est égal, soit & o (m)+1, soit & d(m)+2. Des1gnons par G, , le sous-A4-
module de L engendré par les u; ;, (i, j) € L.,. Silon regarde la matrice des
coefficients des u; ;, (i, j) € {1, 2, 8} x {1, ..., 5}, on voit que pour toute paire
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(m, n) du type décrit, G, , est libre de rang 14. Fixons une telle paire (m, n)
et soient G=G,,, et FF=L/G. On va démonirer que le A-module F' est sans
torsion. En effet, soit x € t(F'); il existe c € 4, c %0 tel que cx € G. On peut
supposer que c ne soit pas inversible dans A4, donc que ¢ € m. Il existe alors
un nouveau systéme de parametres a;, a}, a} tel que c € 4a]. Si G’ est le sous-
A-module libre de L construit a partir de af, a4, a5 (de facon analogue a G),
alors L/G—=L/G',

On peut écrire c=c’a; avec ¢’ € 4. Sil’on démontre que cx =0 entraine
c¢'x=0, 'assertion est démontrée car alors, ou ¢’ est inversible, donc x =0 ou
¢’ n’est pas inversible et on refait le raisonnement ci-dessus. Done, deux
possibilités peuvent se présenter: ou 'on trouve, aprés un nombre fini de
telles opérations, un ¢’ inversible tel que ¢’x=0 (d’ott x=0) ou alors ¢ ¢ m”
pour tout n>>1. Ceci nous montre que c € \m"=0, donc ¢=0, absurde. Cette

n=1

seconde possibilité est ainsi exclue.

Démontrons donc que ¢x=0 entraine ¢’x=0, D’aprés 'isomorphisme «,
on peut supposer que c € Aaq, i.e., que c=c’a; avec ¢’ € A. La condition cx=0
entraine ’existence d’éléments a;; € 4, (i, ) € {1,2,3} x {1, ..., 5}, (i, j)5=(m, n),
tels que cx= Za,,u,, D’autre part, il existe des éléments b, ¢;;, d;; € A tels
que x — Zb,,_’yn + Z CijZij —+ Z d,]tu La relation Z Cbijyij+ .Z'ccijzij%— chijt,'j

157 157 1,7

= Za,ju” et les (2) nous donnent
cbyi=ay;b;—as;d;
CCii— (Zz,d —a1;C; (Zzl, ceey 5)

Cdiz‘:a3ici_a2ibi

et
cbij=a;b;+aibj—as;d;—asd;
ccij:azjdz-—}—aZidj—aljci—alicj (Z#])
cdij=asjci+azic;i—aszb;—as;b;
On a done ccyo= —aisa,, ce qui entraine a,, € da,: Aa; = Aa;. Les rela-

tions écrites ci-dessus nous montrent, de méme, que a;; € Aa;, quels que soient
i, j. Done, c’a1x € a1G et ceci signifie que ¢'x € G, ie., ¢’x=0. On a ainsi
t(F)=0.

L’application A-linéaire (surjective) L——F définie par y;; ——x1 X; X},
25 —— 2. X;X; et t;; —— x3X;X; s’annule sur G, donc, par passage au quotient,
on a une suite exacte de 4-modules

0 N F F 0.
Puisque F et F’ ont le méme rang (=31), alors NQ®+K=0. De plus, F’
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n’ayant pas de torsion, :(N)=0. Donc N=0 et FF—=F.

On remarque qur F’ n’est pas libre, car [ F//mF': A/m =45 et [ FQ4K:
K]=31. Le raisonnement suit maintenant de facon analogue a celui fait
pour démontrer que :(S;(M))=0. Donc, t(S;(M))=0.

Remargue: Il est peut étre utile de remarquer que le quotient de deux
modules sans torsion ou méme libres n’est pas nécessairement sans torsion.
On peut, toutefois, donner le résultat (élémentaire et sans doute bien connu)
suivant: sotent L et L' deux A-modules sans torsion, L' sous-A-module de L.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) L/L’ est un A-module sans torsion;
(i1) Pour tout élément régulier s€ A, sLNL =sL';

(iii) Pour tout élément régulier s€ A, Tor4(L/L’, A/sA)=0.

L’équivalence (i)< (iii) peut s’exprimer plus généralement de la facon
suivante: une condition nécessaire et suffisante pour que un A-module M soit
sans torsion est que Tor{(M, A/sA)=0 pour tout élément régulier s € A.

3. Une généralisation

Soit 4 un anneau intégre de caractéristique p et soit Z, le sous anneau

premier de 4. Soient 5{”, ..., b les éléments de A de la forme bi-m:ﬁ]lajci-?}
(i=1, ..., ), ot les q; et les ¢ sont dans 4. Si N=1{1, .... n} C N, on définit
sur N? une relation transitive de la facon suivante: si (i, j) et (i/, j*) sont
dans N?, on pose (i, )>(@',j) & i+j>i'+j. De plus, on définit sur les
monomes de Z,[ ¢ ], <; i<, une relation transitive, de telle sorte que les condi-
tions suivantes soient vérifiées:

01) si G, )H>, 70, GH>GE" [ et G, 7)>G", ), alors ¢%e®; >

i,jCi%,57
(0)

ci”;j” C;-g;/!j///;

02) sim,m’,m"”, m" sont des mondmes en les ¢{°; a coefficients dans Z,, alors

m>m' et m""—>m’”’ entrainent mm” >m'm’”.

On va suppose, de plus, que les ¢{¥; soient des indéterminées sur Z, et
pour tout polynoéme m= 3 a;m; ¢ Z,[c{®;],<; j<, ON Pose u#(m)=max{m;}, ou
1 1

les a; sont dans Z,.

Posons:
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. ( _ ’ L] ’
(1) cfrtij=cMipe1cfhire;— 164414, (définition par récurrence

des c*;, i=1, ..., n—k—1, j=1, ..., n—k—1 et £>0);
(i) bW V= 31 gtV pour £>0 et i=1, ..., n—k—1.
i=k+2

On en déduit:
(i) ¥ V=c®, , b —ci®, b& pour k>0et i=1, ..., n—k—1.

Pour chaque £ >0, on a n—Fk termes 5%, ..., %,. En particulier, pour
k=n—1, on a un seul terme 5"V =a,c{*,".

La condition (i) nous dit que chaque c{*’; est un polyndéme de Z,[ ¢! 0 i<

i,7 i,j<m*

LemME 1: St my, ..., mg sont des polynomes de Zy[ ¢(®,],<; i<, alors ﬂ(H m;)
K i=1
= 131 u(m;).
Ceci résulte trivialement de la condition 02).

LEMME 2:  Pour tout entier k>0, on a:

(1) Les conditions (i, j)>(i’, 7D, Gy, D>, ) et (@, j)>(E", j7) entrainent
(e Bye ) > (e B e o).

(@) u(c®) a son coefficient égal a 1.

La démonstration se fait par récurrence sur %, le cas k=0 étant triviale-
ment vrai. Supposons que (1) et (2) soient vraies pour %k et démontrons-les
pour k+1. D’aprés le lemme 1, pour tout k et pour tout (i, j), (¢, j/) € N?,
on a u(cFc®,)=pu(c®)u(c®;) et par I'hypothése de récurrence (1)

1,7
2(e pirvicFhe) =R prra ey ) > u(ey pirctt *e+1+,). Done, d’apres (1),
on peut écrire y(cik; ) =p(c¥y 4o12;) #(ci¥r1). L’hypothése de récurrence
(2) nous dit alors que le coefficient de x(ci*;1, . ;) est égal a 1.
La condition (i) nous permet d’écrire c;Yc® Y =c¥ ,i1cic®y prici

() N (k) (k) 2 (k) (&) :
Civi, k«1C1 ]C]. k+1Cz’+1 i’ T €, k+1czT1,;C /+1 k+101,J Sy (C +1) Civ1,;Ci"+1,57 Si

J>k+Lona (41, ;)>G+1L,k+1), '+1,;)>1,)) et (& Tl,]/)>(1,k+1>,
donc d’aprés I’hypothese de récurrence (1) et le lemme 1, on peut écrire
w(ed Vet ) =u((cyp )il ey, )= (el )2 ule® (e, ;). Si main-
tenantlon suppose que (Z, j)> (', j), (&, j)>G", j7) et (G, j)> G, "), alors
u(ct BeEnl ) = u(elty e ) u(e® .y ;0 u(c ;) et par I’hypothése de récur-
rence (1), u(cy Hu(ciy ;) >ulctq ;i u(ciy ;). La condition 02) nous
doit alors que u(c¥#; Vet V) > (¢ Prcdil ).

Le cas particulier suivant sera utile par la suite x(c{", ) a son coefficient
égal a 1.



Torsion Dans Les Algebres Universelles 73

Lemme 3: St Panneaw A est gradué sur N, les ¢%; sont homogenes de degré
q et les a; homogeénes de degré zéro, alors b*~V est homogéne de degré 2"'q.

En effet, d’aprés (i), d°(c¥V)=2 d°(c®;.) ou (i, j) et (i’, j') sont dans N2, .
Donc, d°(c#7*)=2°d%c® ;) et étant donné que d°(c{?))=gq, alors d°(c?", )=
2”‘19.

Le lemme suivant est trivial:

LemMme 4:  Soit (X;);er une famille dindéterminées sur Panneau A et M le
A-module engendré par les éléments x;= 3. b;; X; (somme finie), j=1, ..., s, ou les
b;; sont dans A. Désignons par J(M) DPidéal de A[ X; |ier engendré par M et par
K(M) Uidéal de A engendré par les b;;. Alors, un polyndme f € A[ X;]ie; est dans
J(M) si et seulement st tous les coefficients de f sont dans K(M).

TutoreME 2: Soient A un anneau intégre, ai, ..., a, des éléments de A tels
que Uidéal qu’ils engendrent soit =4, X1, ..., Xa,_1 des indéterminées sur A et
P le A-module engendré par les éléments

x1=a1 X1+ a Xo+ - +a. X,
Xo= a1 Xo+ - Fan1XptanXui

Xn— aan+¢12Xn+1+ ot anXopoq.
St M= A**=1/P, alors S;»-1(M) a de la torsion.

En effet, dans ’ensemble des mondmes de Z,[ Xy, ..., X3,_1 | on définit
une relation transitive, en posant: Xit.. Xiz-i>Xi. Xjt & il existe un
indice k€ {1, ..., 2n—1} tel que iz 1=j2n-1, l2n—2=Jan-2, --.s Lan-1-2=jon-1-1 €t
lon-2-%> Jon—2—z. SI m= Y a;m; et m’'=Ya;m} sont des polyndomes de Z,[ X, ...,

Xon_1], ou les a; et af sont dans Z, et les m; et m} sont des mondmes en les
indéterminées X1, ..., X,_1, on suppose qu’ils soient numérotés de telle sorte
qu’on ait m;,; >m; et m},,>m! pour tout 7. On pose alors: m>m'Sm;>m},
ol k est un entier tel que m;=m} pour tout j<k et m, =~m}. Silon pose e
=X;.j-1, les conditions 01) et 02) sont vérifiées et b7V =a,ci?; P € J(P).
D’apres le lemme 2, u(c{*;V) est un mondme en les indéterminées X1, ..., Xs,_;
a coefficient égal 4 1. Done, d’aprés le lemme 4, ¢,V ¢ J(P). Or, Syu-1(M)
= Spn-1(A** ) /J(P)N Szn-1(A™Y) et le lemme 3 nous dit que ci*;Ve
Szn-1(4*~1). Done, b~ € J(P)N Szn-1(A*~1) et ceci nous montre que a,c{";V
=0 dans Sz»-1(M) avec ¢{*, V=0 dans Syu-1(M).



74

P. CorsinI et A. MicALI

Une question qui se pose tout naturellement: supposons que 4 soit local

régulier de dimension n et que ai, ..., a, soit un systéme minimal de généra-
teurs (systéme de paramétres) de son idéal maximal. Est-il vrai que S,(M)
est sans torsion pour tout entier ¢ tel que 0<{qg<{2""*—17?
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