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Einer der Verfdsser hat bereits die Laplacesche asymptotische Formel fiir
das Integral von Potenz mit groBem Indexe, wenn die Basisfunktion im Innern
des Integrationsbereiches maximal wird, zum Falle mehrer Variablen erweitert
und vielmehr daraus denjenigen einer Variable bewiesen”. Da aber bisweilen
das Maximum am Rande auftritt, diesmal wollen wir zunichst solchen
besonderen Fillen betrachten und sondern woraus den iiblichen Fall herleiten.

§1. Die Einfachheit wegen beschrinken wir uns auf einer reellen
Variable. Wir auflosen die

Aufgabe 1. Die recllen Funktionen ¢(x) und f(x) seien im Intervalle
I:a<x<b, wobei a endlich aber b entweder endlich oder unendlich sein mige,
definiert und den folgenden Bedingungen unterworfen :

1°  Die Funktionen P(x)[ f(x)]” fiir n=0, 1, 2, --- oder wenigstens fiir alle
n= passend groBes m(—>0) seien absolut integrabel in I

2° Die Funktion f(x) sei nicht megaliv und F(x)=log f(x) erreiche am
unteren Randpunktie a ihry Maximum und zwar sei die obere Grenz von F(x) in
jedem abgeschlossenen Intervall, das a nicht enthdlt, kleiner als F(a) (=F(a+0)
streng ausgesprochen). Ferner sei F(x) im Intervalle U:a<x<a+08 stetig
differenzierbar bis zu einer passenden Ordnung.

3°  Auch existiere etwa ¢“{x) in U und sei es dort stetig.

Man suche die asymplotische Formel fiir das Integral

(1.1) gbqﬂ(x)[f(x)]”dx = SbV)(x) exp [#F(x)ldx  bei n—oo.

Losung. Betrachtet man einen rechts offenen innerhalb 7 liegenden kleinen
Intervall U:a<x<a+06, so erreicht die Funktion F(x)—F(a) wegen 2° im
abgeschlossenen Intervall 7— U ein Maximum (<C0) und folglich dort exp {F(x)
—F(a)} auch einen Maximalwert p, wo 0< p<1 ist. Setzt man

a-

(1.2 Sbv)(x) exp ([ F(x)—F(a)|} dx = S °

a

+Sb = (1) +(ii) ,
a+8

1) Y. Ichijo, Uber die Laplacesche asymptotische Formel fiir das Integral von Potenz mit groPem
Indexe, dieses Journ., Vol. VI (1955), S. 63. Auch vgl. G. Polya und Szegs, Aufgaben und Lehrsitze
aus der Analysis, I, SS. 78, 244.



2 Yoshikatsu WATANABE und Yoshihiro ICHIJO

so erhilt man nach 1°

b
@< e[ ipmidr =0 = o L)
a+d n
bei gentigend groBes n, wieviel grofl aber fest » genommen werden mag?®.
Daher hat man (i) allein zu abschitzen. Dazu schreibe man nach 3° im
beschriankten Intervalle U:a<x<_a+98 etwa

(1.3) P(x) = 27’ (“)(x @ +R, mit|R|= ‘W)(‘”(a+(x—a)z9)j(x—a)“<M84.

Ebenso auch wegen 2° hat man in demselben Intervalle eine Taylorsche
Entwickelung

. . 3 F(Iz+v)(a)
(1. 4) F(x)—F(a) = g;) s
wobei F(q)-1-0 mit /=1, R,=F """ (a+(x—a)¥,)(x—a)*"*/|h+4 und |R,|< M&"*
sind. Da aber F(x) am Randpunkt ¢ maximal wird, so muf8 F®(a)}x—a)"/h!<0
fiir genug kleines x—a (—>0) und demnach

(x—a)y""™+R,,

(1.5) F™a)y<0
sein. Setzt man der Kiirze halber
/3 1/h
(1. 6) A:[F(_);“!)] , AwP=N, x—a=1L,
o F(h—H:)(a)/ F(h)(a) .
v T |]l+ v _@ ’ AU - 1 ’

und folglich

”F(h)v)(a)< >/H'v - ulz B o
[ll+1) N ——A\, NV (V-‘O7 ]-72y )’

so ergibt sich

(i) = Sjﬁ[@(a)+(/),(a)%+ T/j;(a)<[1v>2+ (/)’g(a) <N> +fi_{”{1(é’) “ ;\ﬂf)“]

xexp[ "+ A’ N+A u”<N> + A u’l<N> + A&, )u”< >]dwu

Werden nochmals

1(o\* du _ 1[v\"dv
o e 3 )
(1.7) = ONTAa N A 5

geschrieben, so gilt fiir n—-co

2) Falls ¢(x)f(x)" nicht fiir =0, aber nur fiir n = passend grofes m >0, absolut integrabel in

I ist, so betrachten wir wie folgt: |(ii)[<Z - g () f(x)" dxe = O (p"~"™) = ( ) bei geniigend

~fla@)”

grofes .
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0 0= s 0 )
xe? v]z exp {%v(%)v/h} -exp {A%fl)v<%>4/’l}]i4< )1/11 d: .

N . A b v/h v Vi
Man entwickle jedes exp {/T:v(*) } nach den Potenzen von <~> bis zu
n

n
den Gliedern vierter Ordnung. Wird die Multiplikation ausgefiithrt und die

Formel der Gammafunktion

Sm e PNy = F<~” + A+ 1>
0 y/

angewandt, so liefert es, als gesuchte asymptotische Formel, die folgende

(1.9) S:(P(x) exp [#F(x)]dx = 9’9%&](%)%{ <1+ i >¢(a)

+F<1+ h >[(//2(a) (a/ZAl]%(i*)W <1+ : >[(P’;5(a) (p’[(la) A
+¢(a)<<1+%>§2+z%g>]%z<i>zm

+F<1+ h >[%(“_)+ /2,;7)/1 +<])’(a)<<1+ h >2hA2+ h A>

s (s Y (A o))

Oder, noch ausfiihrlich geschrieben,

v e exp[F@] (1, 1),
(1.10) Saq)(x) exp [nF(x)]dx - F<h>(a)/|h)‘/”{ <1+ h>/(a)

r(1+2/h) [fp/(a) Pla) F“’”)(a)]
(—nF®@) (IRl 2 Wh+1) F™a)
I'(1+3/h) Irq)//(a)_ P (@) FP(q)
(—nFa)/|RY"L 6 hh+1) F%(a)
P(a) < h+3 <F<h+1>(a)>2_w>]
h(h~+1\2h(h+ 1)\ F(a) (h+2)F(a)
I'(1+4/h) [ (@) p"(a) F*(q)
(—nFa)/|R*"L 24  2h(h+1) F®(a)
/(a) < h+4 <F(h+1)(a)>2_ FUHZ)(LZ) >
R(h+1)\2h(R+1)\ F(a) (h+2)F%(a)

_ Pa) <(h+2)(h +4)<F“’+D(a)>3_ h4-4 Fa(g)Foa(q)
h~+1\ 3 (h+17 \ F™(a) hh+1)h+2) FP(qy

T 21;;(;:3%3“7@>(a)>] * 0<’;1Z )4/&} ’
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wobei jeder Quotient in den duBersten geschweiften Klammern simtlich null-
dimensional in bezug auf Ordnungszahlen des Derivatives, d.h. der Ausdruck
zwischen geschweiften Klammern zwar homogen vom Grade Null inbezugauf
diese Zahlen ist.

Ins besondere fir =1 erhilt man

(1. 11)8 P(x) exp [nF(x)]dx =~ @%zﬂ{w( a)— F@

1 [7),,( 2)— 39 (a)F"(a) +¢(a)< F”(a)z_F”’(a)>

[7) (@—pla )l;,((a)) ]

iy F'() F'ay  Fl(a)
i__vl /// P F’ (a) " M_‘LF“’((Z)
wF (a )3[ (D=2 iy T (“)< F'ay  Fl(a) )

e e ool )

so wie flir 2=2,

(1.12) S P(x) exp {nF(x)} dx == ZV F”( 5 exp {nf'(a)} {@(a)+V‘F/ia) [@f(a)

(P(a)F”’(a)]+ 1 [(pu(a)_@/(a)F’”(a)+7La)<71f’"(a)2_F””(a)>]

3 F'a) aan"'(a') F'(a) 4 \3 F'(a} F"(a)

N/ ’*’*'*h’];“(a)a [7)"’(0) 20(a) D q)’(a)<2gﬂglz,-f’””(a_)>

F"(a) F'(ay  F(a)

q)(a)(s F"(ay F’”(a)F””(a)+F’””(a)>]+O< 1 >2} .

F//( )3 F//(a)Z 5F//(g) ;

§2. In Analogie zum vorigen Abschnitt kann man betrachten die

Aufgabe 2. Die Funktionen @(x) wund f(x}=0) seien im Intervalle
I:a<x<b, definiert, wobei b endlich aber a entweder endlich oder umendlich
sein mige, und den folgenden Bedingungen unterworfen :

1° Die Funktion p(x)[ f(x)]" fiir n=0,1, 2, -« oder sonst fiir alle n=
passend groBes m(">0) seien absolut integrabel in I.

2°  Die Funktion f(x) sei wnicht megativ und F(x)=Ilog f(x) errciche ihr
Maximum am obeven Randpunkt b und zwar sei die obere Grenz von F(x) in
jedem abgeschlossenen Intervalle, das b nicht enthdlt, kleiner als F(b). Ferner
sei F(x) im Intervalle U:b=x">b—¢& stetig derivable bis zu passender Ordnung.

3°  Auch existiere stwa P*(x) in U und sei es dort stetig.

Man suche die asymptotische Formel fiir das Integral

] b
(2.1) [ P AT dr = [ po) exp [nF ()] dx
Losung. Setzt man ganz analog wie in §1

2.2) Lot exp P~ PO ds =" [0 =,
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so braucht es nun (ii) allein zu abschitzen. Wieder nach Voraussetzungen
gelten die folgenden Entwickelungen im beschrinkten Intervalle U:b=x=>b—90

, 2 pH(b) n . . .
(2.3) Plx) =] Tl (x—DbY+R mit |R|< M8 so wie
#=0 !
@4 F@=Fo)+ 35Oty owr mit (R < Mo,

wo k=1 ist. Da aber F(x) an x=20 maximal wird, so soll

F(;:Y(b)(x—b)’"’ <0

sein, und wegen x—b<_0
(2.5) (— 1y *F®(b) >0 .
Setzt man ferner
_ [ F®0b) \"* VE __u
(2.6) B——<(—_~1~?_1&> , Bn'*=N, x—b= N (so daB « > 0)

__Fa(b) | FU(p) B, = (=1

B, = |k +v /(_1)7c-1\}{’

und folglich

nF ”"’"r”(fz)<—_u>’°’” _ g =)™
k+» \N/ — 7 N
so erhidlt man

() = | [p0)—p/ )6 + LD (22O (1 2 )]

X eXp [——uk—Bl(—u)"’%JrBg(—u)k(]%)Z—B3(—z¢)"’<%>3+B4(§1)(—u)"’<[lv>4]‘% :

Schreibt man schlielich

1/ 0\ du 1/ v\ dv
. 7 k = 5 u» = <~.~ > B SN —r 7< ,> =
ey “ v N B\#n N kB\=n v

so gilt fiir n—>c

(2.8) (i) =~ S?[q)(b)_{p;})<£>%+%< v >2”~’_(/)/”(b)< P )“_go_’”lg)( E >4/k]

n n 6B* \n 24B* \n
o f By O\ f B(E), (v 1 (v \"*dv
xe _11.51;7”\:7 < > }6 _1 k#v e 77<77> “e.
€ y[—ll exXp {( ) By v n *P L( ) B* n kB\ n v

Wie vom Vergleiche der beiden Ausdriicke (1.8) und (2.8) ersichtbar ist,
ergibt sich der letztere aus dem vorigen dadurch, daB man A* als Koeffizient
im Integrande, und A, mit (—B)* und (—1)*B, bzw. vertauscht. Also besteht
es parallel mit (1.9)
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(2.9) S @(x) exp {nF(x)} dx =~ . €XP [nF(b) < . >W{ (1 + 7 >rp(b)

_M<*>l/’ P (a)+7)(b)( 1) B]

B n | 2

+w %)2// 4(/36(17) +@ (b)( 1)* B, +(p(b)<< 2)554.(_1)13%;)]
B* n/ L 24

) e e

(1o g) e o((2)").

Es ist besonders fiir k=1

’ ~ exp[nFO oy L [ oy POF())
2.10) | pta)exp [nF (21 nF(b) {q(b) F’(b)[‘p T ]

1 7 / F”(b) 3E(byY _ F"(b)
+nZF’(b)2[(p O)=3¢"C) 7y (p(b)< FOy  F) )]
1 e e F7(D) s IDF(DY  AF"(D)
_ 1 B—60"0E ) L orip _ b)
nsF’(b)3[(p O) =670V gy T )< FOy | Fb) >
B 7)(b)<15F~(b)3 10F7(b)F""(b) F””(b))] . o( 1 >}

Iy F/(by F'(b)

4

n

worin der Ausdruck zwischen #HuBersten geschweiften Klammern zwar ganz
dieselbe Gestalt wie (1.11) hat, auBer daB ¢ durch b ersetzt und das Zeichen
simtlichen Faktors verdndert ist.

Auch fiir k=2 gilt

211 {"#() exp (P2} dx ~ = F,Z,(b) exp [nF(b)]{w(b)—d ;ﬂgf@[rp’(b)
__p(b) F"'(b) 1 (B —arnE©) L P 5 F(bY  F(b)
3 F”(b)]+ ﬂZnF”(b)[p (0)=#'(0) F”(b) * 4 \3 F7(by  F”(b) >]

= R N e B i 2)

7 N —nF"(b) 23%7 F'(bY  F’(a)

_(p(b)< s 1;((2))3 F/(Fb)(};)(b)+ . 1;: ’/’/’(’él;)>]+o<i>} ,

nz

was auch ganz dieselbe Gestalt wie (1.12) hat, auBer daB dortige @ durch b
ersetzt werden und weiter die Zeichen der Glieder mit eckigen Klammern
jetzt wechselweise verdnderen.

§ 8. ZusammengelaBen die im vorigen Abschnitte gelosten zwei Aufgaben,
haben wir die
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Aufgabe 3. Die reellen Funktionen p(x) und f(x) (=0) seien im endlichen
oder unendlichen Intervalle I:a<x<_b definiert und den folgenden Bedingungen
unterworfen :

1°  Die Funktionen ¢(x)| fx)]" fiir n=0,1, 2, -~ oder sonst fiir alle n=
passend groBes m(">0) seien absolut integrabel in I.

2° Die Funktion f(x) sei nicht negativ und F(x)=logf(x) erreiche am
inneren Punkt x=c ihr Maximum und zwar sei die obere Grenz von F(x) in
jedem abgeschlossenen Intervalle, das c wuichi enthiilt, kleiner als F(c). Ferner
sei F(x) in jemen mnachbarstehenden Unterintervalle U:c—&<x<c wund
Vie<lx<lc+& stetig differenzierbar bis zu passender Ordnung, aber moglicher-
weise F(c—0)==F™>(c+0).

3°  Auch existiere p™®(x) schlechthin® in U\JV=W und dort sei sogar
stetig. Man suche die asymptotische Formel fiir das Integral

(3.1) [Pl ar = [ e exp [P ()]s bei nsoo.

Nach (1.9) und (2. 9) konnen wir sofort die Losung erhalten, wie folgt:
Zunichst seien

F(c+0)= - =F%c+0) = 0" aber F(c+0)<0

F(c—0)= - =F%"c—0)=0 aber (—1)" F®(c—0)>0,

somit sind die rechtseitigen und linkseitigen Koeffizienten

) R . <E(/I)(C+Q>>1/Il R F(/L+V)(C+O) F(ll)(c+0)

AR e T S G

(3.2) l <F(&70)>1/k I __ F®(e—0) [F®(c—0)
’ v T ‘k+V_ (_1)1:*1&

bzw.

1k

Womit ist die Losung folgendermaben dargestellt:

(3.3) S P(x) exp [nF (x)]dx ~ €xXp Lni{¢ EMZ(C+O)]< . >]/II{F<1+%>(I)(C)

I(1 ;2/12)[7)2@ Rl(p(c)]( 712 >1/h
UL 2 B0 ) (1)
F(1+ 4/11)[ ?"(c) go”(c) R+ 1P (c)<h+4R2 R)
R? 24 2h h \ 2h

g R AR R) () o))

+<MIZ<C—0>]<;>“’~’{ p<1 © % )(pm_ F(1—£2/k)[¢>’éc) +(—k1>k Lo (c)]< % >1/k

3) Dies ist etwas Einfachheit wegen vorausgesetzt worden.
4) Sonst =1 wenn F'(¢+0)<0; oder k=1, wenn F’'(c-0)>0.
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F(1+3/k)[ " (c) fP(c)( s +f/)(c)<{eigL e 1)’:L2>]<17>2/k

L 6 n
L R 2;:)( 1L, +7)}§C)(k AL+ (=17 L)
It a2

Im Falle, daB die Funktion F(x) in bezug auf dem Punkte x=c¢
symmetrisch sich verfahrt, gelten

(3.4) h=Fk=1[ und sogar Fc—0)=(—=1)"F™(c+0).
Uberdies ist nach Voraussetzung
(3.5) —F®(c+0) >0

und hieraus von selbst auch

(3.6) (=1 FP(c—0) = (— 1) (= 1)FP(c+0) = —F®(c+0) >0.
folgt. Also werden

3.7) L=R so wie L,=(—1Y"R,.

Daher gilt fiir den mit geradem [ versehenden symmetrischen Fall

(3.8) S:w(x) exp | nF(x)]dx =~ M(%yﬂ{Zfo + %> P(c)

R
I'(1+2/1) 2R, e
* R l 4% )< z>
I'(1+3/H[ ¥ (c) ¢c)/l+3 1\
R? [ 3 I\ [ Ri+ 2R>[<n>
F(1+4/l)[¢”(c) 2(/)(c)<(l+2)(l+4)R3
R? [ / 3/2

ALYy +R3>]<}~>3”+0<i>4”} ,
[ n n

wihrend, fiir den mit ungeradem [ versehenden symmetrischen Fall,

3.9 ['o0) exp [P ()1 dx ~ EXE_[@E@]%)”’{W(H% )oto

R

r(1;2/1) 2R, (/)(C)< L >l/l

F(1};3/1)[rp”3(c) (/)fc)R (—”313 +2R2>]<712>2/1
]”(11;—34/1)[7:1@)1? 2ml<c)<<1+2§<lzz+4)R3

m)](2 ol 1))
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SchlieBlich sei die Funktion F(x) auf eine Umgebung von x=c regulir,
oder wenigstens stetig differenzierbar zur passenden Ordnung, so daB

(3. 10) FOc+0) = F¥(c—0) = F(c)

gilt. Da Fl(c)= -+ =F“()=0 aber F®(c)==0 und das Maximum von F(x)
tatsdchlich an x=c stattfindet, so braucht sich die Ordnungszahl / bekanntlich®
eine gerade Zahl (=2m) zu sein. Daher erhilt man nach (3. 2)

F(zm)(c)>1/2m Font v)(c)/F(zm)(c)

—2m =L.= 2m+ v 12m

(3.11) R:L:(

1/2m
so daB jede ungerade Potenz von <~> im Ausdruck unter duBersten
n

Klammern von (3. 3) sich aufhebt, und also

b() - ~ M(c\)] 1/2»;{ 1
(3.12) Sa P(x) exp [nF(x)]dx = “ <n > (1 <2m> »

AR ) 1) o))

Oder, ausfiihrlich gedriickt,

. ~ _ €exp[nF(c)] 1p01
(3. 13)& P(x) exp [nF(x)]dx ( F(Z,n)(c)/_@ﬂ)um{m <2m )‘p(c)

L3 p(i) 1 [rp”(c)_ P ()F " (c)
om \2m ) (mF(c) —12my" L3 mZm+1)F=(c)

el sl )

n
Ins besondere fiir m=1

(3. 14) S P(x) exp [nF(x)]dx = V 2};’(7) exp {nF(c)}{q) " P}N(c)

o N ) e o)

was eine schon in frithheren Zeiten von einem der Verfisser gefundene Formel
ist®. Dabei sind die weiteren Korrekturglieder, wenn ferner ausgerechnet :

E&C

1 (p//// 1 10 w 5 ]_
3.14. 1 O( > ~ [ . (7 F 11 L O R gl L I gy i g >
( e R | 2 A S 7% B

6;5//4<F///27)// +F///F////¢ + 1 F///F/////¢+ 1 F//// >
35 < 1 1113 1 7172 7171 > 385 F///4 ]

s\ g F P A FE g | .
“orr\z ASYYY e

5) In der Tat miifen nach unsren Kriterien (1.5) (2.5), beide Ungleichungen
FO(e+0) =FD(c)< 0 und (—=1)"TFD(c—-0)=(-1)"TFD(c)>0
zugleich bestehen, was meint dafl / notwendig gerad ist.
6) Y. Watanabe, Methode der kleinsten Quadrate und Statistik, (1942), S. 556, (im Japaniscie),
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Ebenso tun dieselben Korrekturglieder fiir den Fall, daB das Maximum am
Ende auftritt, d.h. fir (1.12) so wie (2.11).

§4. Endlich wollen wir noch einige Beispielen hinzufiigen. Es sei @(x)
nicht nur absolut integrabel” in —oc< x< oo, auch sei regulir um x=0.

1. Es sei erstens flx)=¢ " fiir 0<<x< co definiert. Somit F'(x)=Ilog f(x)
=—x und F'(x)=—1 aber sonstige F®(x)=0 fiir alle ». Trotzdem, weil
unsre Voraussetzungen siamtlich erfiillt sind, kann die Losung der Aufgabe 1
angewandt werden. Zwar nach (1.11) ist

w1 [“pwexp (—natdx = oo+ o0+ Loroy+ Loy +o( 1))

Zweitens sei f(x)=e?” mit p >0 fiir x<0. Hier sind wiedermals fir
F(x)=px, F'(x)=p, aber sonst F™(x)=0 und nach (2.10) gilt

@2 | pwes {npx}dxg%ﬁ{?(O) 7)(/?(0)—;— p(/)”(O) '”;0)+0< )}

die besonders bei p=1

[ ey exp mddx = oo - Lo+ Lo~ Lo +o( L))
wird. Diese mit die vorhergehende zusammengesetzt, liefert
4.2) Sl@(x)e”’“"dx = {(P(0)+ (/)”(0)4-0( >}

Es sei allgemeins die Funktion f(x)=-exp {—|x[*"}, wo p positiv ganz,
im Intervalle —co< x< co symmetrisch, sonach mit ihrem Maximum an
x=0, definiert. Man setze in (3.8) /[=2p+1, R=1, R,=0 und erhilt

(4.4) Si@ P(x)exp {—n|x[?""} dx = <%>1/<2P+1>{2 <§§+?>(p(0)

) s G )T

2. Obgleich die in —co< x< co definierte Funktion f(x):<__sinx>“
x

unendlich viele Maxima besitzt, erreicht sie am Anfangspunkte zwar grofiten
Wert (=1), und unsre Voraussetzungen simtlich geniigt sind. Aus die Ent-

wickelung F(x)=log f(x):—%f—giO X+ - folgt, daB F(0)=0, F@®(0)=0,
F'(0)y=—=, F'(0)= 1% und damit nach (3. 14) erhilt man

(4. 5) S"_"m¢(x)<siljlcx>‘ dx ~ 1/3,,7 {(P(O)+4 [ (0)— ‘P(O)]+O< 11 >}

7) Mit Ausnahme von drei letzteren Beispielen 7, 8, 9, in welche aber ¢(x)f{x)" fiir alle n>
gewifes m >0 absolut integrabel und daher unsre Formeln noch giiltig sind.
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3. Die Funktion f(x)=e (1+x° hat ihren Maximalwert (=1) am
Anfangspunkte, weil f(x)=—2x°¢* ist. Aus lauter Entwickelung F(x)
4 6
zlogf(x):——%+%+ ..« sieht man sogleich, daB F@(0)=0, F”(0)=0,
F(0)y=—12, FY(0)=240. Also /=2m=4 und erhilt nach (3. 13)

(4. 6) S:(p(x)e"”z(l +x%)dx = <%>1/4{%7<i—> #{0)

2L r0s0)]sof2))

4. Die Funktion flx)=exp[—x"(x"—2)] wird an den symmetrischen
Punkte x= 21 doppelt maximal, wie aus f'(x)=4x(1—2x* exp|[—2*(x*—2)]
gesehen werden kann. Jedoch moge man sich aufs Halbintervalle 0< x< oo
denken, wo das Maximum nur einmal am Punkt x=1 geschieht. Nun folgt
aus F(x)=log f(x)=2x*—x*, daB, der Reihe nach, F'(x)=4x(1—x%, F"(x)
=4(1—3x%), F"(x)=—24x, F""(x)=—24, womit F(1)=1, F/(1)=0, F”(1)
= —8, F""(1)= —24, F""(1)= —24. Daher, wieder nach (3.14) erhdlt man

4.7) Sj(]){x) exp {—nx(x*—2)} dx = éVZ— e"{(/)(l)

1

e . / q 1
+@[p (1) 3rp(1)+3p(1)]+0< s

n

)}

Da nun die Funktion symmetrisch in bezug auf den Anfangspunkt liegt, so
lautet das Integral, welches lings negativer Achse erstreckt wird,

So_m(i)(x) exp {—nx*(x*—2)} dx =~ —%vzte”{w(—1)

1 @ — (— D — 1
s [P (= 1)+ 39— 1)+ 3 1)]+0< )}

o
und daher

- 2002 _ 1 |7 n _
(4. 8) S_N(P(x) exp {—nx*(x*—2)} dx = Ev’?e {@(1)+¢( 1)

+Ie1371[¢"<1>+(p”<—1>—3<fp'<1)——(p'<—1»+3<¢(1>+¢(—1”]+0<%>} '

5. Fiir die analogu mit der vorhergehende aber nun unsymmetrisch

. £ x % xt .
verlaufende Funktion f(x)=exp {x2 +§ — Z} , F(x)=2x2*+ ENR treten die
Maxima an x=—1 und x=2 auf. Man sieht leicht daB F(—1)= 1% ,

F(-1)=0, F(-1)=-=3, F"(—-1)=8, F"(-1)=—6, so wie F(2)=§,

F(2)=0, F"(2)=—6, F"(2)=—10, F""(2)= —6. Mit Beniitzung von (3.14)
wiedermals, ergeben sich
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4.9 | o exp {n(z 5 —*>} dx = /2% exp (5”> {7)(—1)

3 4 3n 12
_ +E%1[(P”(—1)+% (= 1)+L33¢>(—1)]+0< >} ;
(4.10) S:O(P(x) exp {n<x2+§——f>}dx = % exp <83”>{§0(2)
1

—Zn[ @)~ 27 @)+ ¢<2)]+0( >}

Weil exp {1%”1 = O<exp {*S* }> fir genug groBes n befriedigt ist, so ist (4.9)

im Vergleich zu (4.10) vernachldssigbar. Wenn tatsichlich man das ver-
bundene Intervall —oco<x<co als ganzes betrachtet, und (3.14) anwendet, so
erhilt man, als asymtotischer Wert, bloB den rechts stehenden Ausdruck von
(4. 10).

6. Die in —oco< x<co definierte Funktion f(x)=exp {—2**} deutlich

erreicht ihr Maximum an x=0. Da aber F(x)=log f(x)= —x%%, und F’(x)

z—éx“/s—wo fiir x—0 zustrebt, so stellt sich heraus, daB unsre Losung

nutzlos wird. Fiihrt jedoch man durch die Gleichung x=£&® eine neue Variable

& ein und setzt @(x)dx=38p(E)dE =@ (§)dE, so kann man schreiben

)

glfp(x) exp {—nx?*t dx = S_ »,(8) exp {—nE? dE .

Vorausgesetzt, dal #(x)=0 (|x|®) bei wieviel groBem o fiir |x|—oo gilt, so
bleibt es auch dasselbe fiir neue Funktion ,(§), und unsre Methode anwendbar.
Wir erhalten das einfache Resultat

(4. 11) Soj P(x) exp {(nx "} dx — go_o P (&) exp {—nE?} dE = {(P(O) O( n;>} .

Wir wollen noch drei weitere praktisch angewandte Beispiele notieren.

7. Man soll die Stirlingsche asymptotische Formel der Gammafunktion
I'(n+1) wiederfinden. Aus

I'n+1)= j t"eTtdt = n""? smx”e””xdx (t = nx)
0

v 0

= p"" Smexp [—n(x—Ilog x)]dx

folgt, daB ®(x)=1 und F(x)= —x+logx und die letztere Funktion fiir x=1
maximal mit

Fl)=—-1, F(1)=0, F/(1)=-1, F"(1)=2, F"(1)= —
wird. Daher erhidlt man gemiil (3. 14)
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(4.12) I'n+1) = n"" Z;e"”{1+—l—+0<—1—>}
n 12n n’
= \/27znn" exp {—n+hl—+0<~1—>} .
12n n

Das letzte Resultat wird dadurch versichert, daB von (3.14.1) aus O(1/#°)
= 1/288n" gezeigt werden kann.

8. Es seien die # Paare von Abweichungen x;,—m,=u;, y,—m,—71;,
(w,, v,)-,(u,, v,) in einer aus normaler Bevolkerung N(x, y, m,, m,, oy, o2, P)
genommenen Stichprobe. Bekanntlich ist der empirische Korrelationskoeffizient
durch

% —
= Zl w,v;/ \/2 ui 233

mit der Wahrscheinlichkeitsdichte

« _.2 _ _ ’ 1 tnvg dt
4, 13 " —_ L 1—p)*=D/2(] — 42 (n—4)/2
19 e S (A—prty = VI

gegeben®. Dieses Integral wird fiir £=sech s lediglich auf

S‘” ds
o (cosh s—pr)"!

reduziert, das die nidmliche Gestalt (1.1) hat, wofiir
@(s) = cosh s—pr, F(s)=logf(s) =1log1/(cosh s—pr).

Zwar erreicht F(s) am anfanglichen Punkte s=0 ihr Maximum F(0)

=log 1/(1—p7); und

FevoQ) =0, F’(0)= ,i , F0) = _2“1",07’0 , FrQ) = _w
1—pr (1+pr) (1—pry

wihrend @(0)=1—pr, P®™(0)=0, *0)=1 bei v >0. Damit haben wir

nach (1.12)
S‘” = x/?ﬁ, == ,,l — r1_;.6¥+,pl’+O<\1>>} ,
o =N 2u @—pryr T 8 p

und deshalb geht (4.13) in

e O e i S ( 1 )
4.14 ) = 222 1+=6+pr)+0(— }
( ) IAr) NG (A= pr)—o 8n( pr) "
iiber. Dabei betrigen die Glieder O(1/#°) vermoge (3.14.1) um
(4.14.1) o<i> ~. 100+36p7 +9p°r*
ne 128»°

Aber sind diese Korrekturglieder fiir jetzt vernachldssigt, jedoch im nach-
stehenden Beispiele 9 spielen sehr wichtige Rolle.

8) Herald Cramér, Mathematical Methods of Statistics (1946), p. 398.
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Jetzt schitzen wir den Mittelwert von #* fiir geniigend groBe » ab:
@15 My = — 2=2__[* (VI=# VI=rYVizer sty Shrl gy,
V20w (1—p?) 1—pr A—7?" 8n
das auch als (3.14) mit

F(r) = log fir) = % log (1—p?) +é» log (1—7%)—log (1—pr)
und

P(r) = r*(—(llp—fg{ +31;(6+pr)}

angesehen werden darf. Also liefert die Gleichung F'(#)=0 den Maximalpunkt
r=p und

173 1 77/ —‘6p _'6(1 +6p2)
Fp)=0, Fllpy=—1—, Flip)=—-, FVp)=—7
(1—p%’ (1—p% (1—p%*
mit
O { 6+p2} @ .k Sp
P(p) = ———J1+—"), —(p)= "+
(p) Vi 3 ¢ (P) o 20—

P’ (p) = /’6‘(782 1) +»16+352p2

P P 1 p* 41—p?)
Durch Einsetzung dieser Werte in (3.14) findet man
(4. 16) M(r*) =~ p* { k(l P —1— kpz)} E=0,1,2 -

2np*

Somit

My =1, Min=p(1=12F), M= p =020,
4.17)

D) = M) — My =1~ P) - =120

Mit hilfe von diesen Ergebnisse kann man den zentralen Grenzwertsatz
in bezug auf 7 leicht beweisen: Fiihrt man ndmlich unter Beriicksichtigung
von (4.17)

(4. 18) £~[r p<1—1~p>]/1 £ d.h.r:p+(1_pz)<,i_£>

V'n T o
als neue Variable ein, so sieht man, daf der Ausdruck
L [A=ppn gL
4.19 " 1 A—p)(1—r)

2
gegen \/12 exp {—é} strebt. Denn, ihr zweiter Faktor strebt gegen
7T

1+O< wihrend der Logarithmus des dritten Faktors

\/n>’
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1—2p< 3 ) (1— p)-~+0< > .
2 jog N 22 nnl & o 1
1= 2P<\/§n 2n>+ 5 +O<n&;7> ? <\/n >

wird.

9. SchlieBlich versuchen wir aus dem vorhergehenden Beispiele die
beriihmte Fishersche Formel zu herleiten®. Fiihrt man nach Fisher r=tanh g,
p=tahn ¢ ein, so driickt sich (4.14) folgendergestalt aus:

wobei nach (4.14.1)

(4.20. 1) o<i> = iTzLSnZ (100 +36p tanh z+9p° tanh® 2)

nZ

ist. Wir haben den Mittelwert

dm e =y Ry

X [1 SRk c Y 2—"+O</17>]dz
3n n

zu ermitteln. Das Integral gehort noch zum Typus (3.14) mit
F(2) = —log cosh (2—¢0),

was an 2z=¢ den Maximalwert O erreicht. Weiter sind F®*™(§)=0,
F'(&)y=—1, F"(¢)=2, F"""({)=—16. Anderseits ist

P(2) = 2" ~/cosh z cosh® (z—£) [1 L 6+ptanh z  100+36p tanh 2 +9p” tanh’ z]
8n 128»

so daB

TR 36p° + 9
P(&) = "V cosh § 8n — o8

Durch wiedermalige Differenziationen nach z und Einsetzung z={¢ erhilt man
nach einander

Py m o p o, p(L—p7)

©) PRl R el
Py mm=1) mp_ (5 PN 1 o afmp
o & 7 +§+<2 4>+4np(1 p)[g 2]’

P () = Mm=1)m=2)  3mim—1L)p | 6m :
(o + . g(l o),

o 2r
P :m(m—l)(m—Z)(m—?L) 2mim—1)(m—2)  12mm—1)({_ p°
S ® e B SR A (1-£)
Bmp(y 4 3 g 15,
e <1+16’°>+8 P 16"

9) Cramér, loc. cit. pp. 399-400.
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Damit gewinnt man vermoge (3.14) und (3.14.1)

(4.22) M(z") = ’%2\/1??@(@)[“%1 <i +¢;>+i<i+ 59" +_‘P_”’i>]

2 8n*\ 4 P P
~ m—1 m [m—1)m—2)m—3) , 2(m—1)(m—2)
?{ *on g< ¢ +p>+8n2§[ & N -

+—”l;—1(12—p2)+(9 +p2)p]} .

Insbesondere

Mz)=1, M@z =¢t+L+"L(9+p",

2n 8w’

4. 23) { N L

M(Z) = +—=—1+p8) +—=[12—p*+(O+p") pf].

n 4dn
Und daher
(4. 24) D) = M(Z)—M(z) ~ L+ 3 (1_ f?f> .
n n 6

L4Bt man niherungsweise M(z)=¢+p/2n, D(z)=1/n, so sind die Korrektur-
groBen ungefihr p/#* bzw. 3/#*. Das illustriert warum Fisher schicklich

10)

als bessere Schitzung aufstellte'®.

Auch kann wieder der zentrale Grenzwertsatz fiir die Variable z leicht
gefolgert werden. Gesetzt ndmlich nach (4.25)

[ ~Z“‘—é(z——l)]/vnl—i% ¢ dh. Z:é’+\/&i:+0<%>’

so formt (4.20) folgendermafen um :
(4.26) f,(r)dr

1 Vcosh(§+5/Vn)eXp[ < )kwcosh ’5‘.A;]<1+0<n>>d§.

~ Vox cosh ¢ NG

Da aber

cosh (§+£&

cosh (€+&/v/n) — cogn £ + tanh ¢ sinh —— £ =1 +O<—1:> ,

cosh ¢ V' N V'
10) Wenn man anstatt des wahren Wertes “, 3 LZ (9+4p%) + --- Fishersche Schitzung 5 Lﬁ
n-—
(:: ; z+2n . ) einnimmt, so scheint die Hauptkorrektur p,/2n? noch etwas kleiner als die wirkliche
) z

o r

Korrekturgrope 71%, ( 3 ol Jedoch ist praktisch # zwar nicht so grof3, so daB der annehmliche

Wert 2‘61[:—2)(: .2’;7—{—752—+"'> vielleicht allzuviel sein mdochte.
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der Exponent =~ —n[g; + O<—nl;>][1 + O<%>] == —EZ + 0<717>

sind, sofort die Behauptung sich ergibt. Damit der Exponent = —£/2 gilt,
braucht es fiir jetziges (4.26) nur O<i> = (0(1), wiahrend bei (4.19) noch
n

O<L> =~ 0(1). Also schneller ist die normale Anniherung im Falle des z

Vn

als diejenige mit 7.

und






