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EINIGE ERWEITERUNG DES POLYASCHE IRRFAHRTPROBLEM®

Von

Yoshikatsu WATANABE

(Eingegangen am 30. September, 1957)

Es seien z=0, z2=1, zwei parallele ebene dhnliche StraBennetze, die durch
Elevator in jedem Kreuze-—Knotenpunkte, d.h. Punkte mit ganzzahligen
Koordinaten—vertikal kombiniert werden, so daB der im StraBennetze herum-
wandernde Punkt, welcher zur Zeit =0 im Anfangspunkt des Koordinaten-
systems seine Irrfahrt beginnt mit der Geschwindigkeit 1, in jedem Zeit-punkt
t=1, 2, ---, an gewiBen Knotenpunkt erreicht und dort mit Wahrscheinlichkeit
1/5 fiir eine der 5 Richtungen, deren vier horizontale Kreuzen aber eine
vertikales Auf- oder Abgehen sind, aufs Geratewohl sich entscheiden 14Bt.
Zuerst behaupte ich, daB die Wahrscheinlichkeit dafiiv, daB zur Zeit t=m der
wandernde Punkt im Knotenpunkt (x, v, 2) sich befindet, folgendermaBen dargestellt
werden soll :

27

P,(x, 9, 2) = @%& XSS <2 cos ¢J+25cos 1lr+ez‘6>m

exp {—ixp—iygr} 2lexp {—iz,0}d pdydl,

(1)

wober z=0 oder 1 ist, wihrend jedes z,=2z (mod 2) und die Summe > mit

v
z beginnt und durch z,=m— |x|— |y| vollendet, jedemmoch fiir die Fille, daB
entweder m<_|x|+|y| +2z2 oder m==x+y-+2z (mod 2) ist, es in Y einziges Glied

z allein zu einnehmen ist, und dann P,(x, v, 2} auf Null rveduziert. Zweitens
beweise ich, daB P,,(0, 0, 0)=5/8nz fiir n—>o0, so dab 3P,,(0, 0, 0) divergiert
und deshalb gegen 1 strebt die Wahrscheinlichkeit ,, dafiir, daB der wan-
dernde Punkt innerhalb der Zeitspann 0<_# < 2» mindestens einmal wieder in
dem Anfangspunkt zuriickkehrt. Ferner betrachte ich dasjenige ebene StraB-
ennetz, wofiir >17,,(0, 0) konvergiert, und also Q, gegen (< 1) strebt, und
schlieBlich den Fall, daB auBler Bewegungen lings jene zu Koordinatenachsen
parallelen Richtungen noch ihre Superposition méglich kommt, sowie auch
zeitweilige Pause zugelassen wird.

1) G. Polya, Uber eine Aufgabe der Wahrscheinlichkeitsrechnung betreffend die Irrfahrt im
StraBennetz, Math. Ann. 84 (1924). Y. Watanabe, Aufgaben betrefiend das Irrfahrtproblem, dieses
Journ. Vol. 6 (1955), S. 41, dessen § 2 aber einen Irrtum enthilt, was ich jetzt beseitigen will.
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§1.

Ich habe die Formel (1) zu nachweisen. Da aber exp {—ixp —iyl}=
€OS X® €Os yr—sin xp sin yr—7 sin xp cos yW—i cos x@ sin yJr, und wegen

n/2]
(2) cos"a = —}_1 EE/: ™) cos m—2k)ex
2 K=0 k

wobei fiir gerades # das letzte absolute Glied noch mit £+ multipliziert werden soll,
0

ersichtlich SM cos"$ sin ;Zi di!pf =0 gelten, so moge (1) auch als

4 0\ m
(3) P,«x, y, 2) = 81:3 5” <2 cos <p+25cos ke > COS XP COS Yr
0

>lexp {—iz,0 dpdydo

gegeben werden.

Vorerst will ich einige Hilfssidtze vorausschicken. Obgleich diese im
hinblick auf Wahrscheinlichkeit fast selbstverstindlich sind, soll es bewiesen
werden, daB dieselbe auch fiir die entsprechenden Ausdriicke (1) gelten:

1°  Es lauten aus (3)

Pyx, v, 0) = % Sgs cos x@ ¢os yrdpdirdd =1 bei x=9y=0
0

aber =0  bei (x,9)==(0, 0)

und P,y 1) = é% SSS cos xp cos yWee dpdyrdd = 0.

0

Im allgemeinen bei m >0 schreibe ich das Integral
S (2 cos p+2 cos Yr+e9)” cos xp cos yr D exp {—iz,0}dpdyrdo
(4) =3 <’;1> M <:> SSS 27 cos® @ cos” e cos | x| @ cos|y |y

v r=0 §=0

exp [ (m—r—z,)0i |dpdydd .

2° Fir 0<m<|x|+|y|+z ist P,(x, y, 22=0. In diesem Falle freilich
braucht es als z,=z in der Summe > von (1) nur einziges Glied e ' genommen
zu werden. ’

Wieder der Formel (2) nach verschwinden alle Integrale in (4) auBer dem-
jenige mit s—2k=|x|, r—s—2/=|y| und folglich »=|x|+|y| +2k+2/, wo
0<k<[s/2], 0</<[(r—s)/2]. Anderseits verschwindet das Integral fiir
m—r—z =0, wihrend die Identitit m=r+z=|x|+ |y| +2+2k+2] mit der
urspringlichen Annahme widerspricht, w.z.b.w.

3°  Auch fiir m==Ex+y+2z (mod 2) wird P,(x, y, 2) =0.

Z. B. seien (i) x+y= gerad und 2=0 so daBl m ungerad. Dann werden
alle z, gerad, damit fiir diejenige inbezugauf ¢ integrierte nicht verschwind-
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ende Integral in (4) es m—7=2z, also r =m— 2z, ungerad sein soll. Daher mufl
im Produkt cos’®cos” *+r ein der s und »—s gerad und das andere ungerad
sein. Anderseits sind x und y beide gerad oder beide ungerad. Daraus folgt
wegen (2) eben

SS cos’ @ cos” "’ 4 cos 2@ cos yprdpdy =0, W.Z.b.W.
Andere mogliche Fille (ii) x+y=gerad, z=1, (ili)} x+y=ungerad, 2=0,

(iv) x+y=ungerad, z=1 sidmtlich konnen ganz ebenso wie in (i) bewiesen
werden. Ins besondere gilt fiir x+y=0 (mod 2)

o j j | [M;OﬂJf e“’]”’“ c0s 2 cos yrdpdnpd = 0.

4° Man kann die Summe > in (1) folgenderweise herstellen : Fiir z=0

(5) P2"+1(x, 52 O) =

SV =1+exp(—20i) ++-+exp{—m—|x| — | y])0i}
= ¢"fexp(—0i) +exp(—30i) + - +exp{— (m+1—|x| —|y|)6i}],
wihrend fiir z=1

S = exp(—0i) +exp(—30i) +--- +exp{— (m— | x| — | y|) 07}
die durch Addierung von e%, was wegen lauter Identitit
ggg (2 cos @+2 cos Yr+e%)” cos xp cos yr-e?dpdirdd =0

zulissig ist, folgendervgestalt geschrieben werden kann .
e[ 1-+exp(—200) + -+ +exp{—(m+1—|x|— |y} ].
Im Falle m <|x| +|y|+2 wird >} bloB ¢ ; deswegen hat man bei z=0

fiir ¢ =1 lediglich ¢"% =1 zu einsetzen, und bei z=1 das urspriingliche
¢~ mit der Summe (1 +¢72%) zu ersetzen.

5° Man darf auch zur Summe %) ein Glied exp{— (z; +2)6i}, d.h.
exp{—(m~— |x|—\y| +2)0i} hinzufiigen; freilich im Falle m <|x|+|y|+2 re-
duziert das hinzufiigende Glied lediglich auf exp{— (z+2)6i}.

Um dies zu bestdtigen, geniigt es zu zeigen, daB
‘SS %(?)é <§>2’cossgocos"s«;r- cosxpcos yrexp{m—r—z,—~20i} dpdyrdd =0,

r=0 §=0

Fiir etwaiges nicht-verschwindendes Glied soll es m—7r=2z,+2, also »r—=|x| +
|»] —2 sein. Anderseits braucht es s—2k=|x|,7—s—2/=|y| mit nicht nega-
tive £ and /, so daB r=lx| +|y| +2k+2/, was aber mit dem vorigen SchluB
widerspricht. Daher sollen alle integrierte Glieder simtlich verschwinden,
w.z.b.w.

Jetzt da personae dramatis sich zusammengezogen haben, sind wir im
stande die Formel (1) zu dartun.
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Es seien m+1=|x|+|y|+2z und m+1=x+y+2z (mod 2), da sonst
P,..(x, 5 2=0, was schon in 2° und 3° erwiesen worden war. Nach 1°
besteht (1) fiir m=0. Angenommen (1) fiir gewiBes m, hat man sein noch-
maliges Bestehen fiir m+1 zu beweisen. Dazu beachtet man

Pm—l—l(x, y’ Z\ = 2 %Pm(x,j, y/j7 z/j) ’

J

wobei die Summe iiber die zﬁ (x, », 2) nichstliegenden 5 Punkte erstreckt.
Diese 5 Punkte sind (%1, y, 2), (x, yx1, 2) und (x, y, 1—2), fiir die bei m (1)
schon anwendbar sind :

5 AN
Pt 3, 2) = £ 31655 [ (B2 20V € oy (i iy F e,

wobei umsténdlich, wenn m >|x| + |y +2+1 ist,
F1=e"'”9”zv_‘,exp{—z\,9i}, wo 2, von 2 bis zu 2z, =m—|x+1|—|y|,
F,= ¢ Z}exp{—zﬁi}, wo z, von 2 bis zu 2z, =m—|x—1]—]y|,
Fy=e "V 2lexp{—20i}, wo z, von z bis zu z,=m—|x|—|y+1],

F, =" Xlexp{—=z,0i}, wo z, von z bis zu z,=m—|x|—|y—1],

und F,=¢">exp{—2,0i}, wo z, von 2z bis zu z,=m+1—|x| —|y| wegen 4°
sind, wihrend bei m=|x| +|y| +2+1 oder |x| + |y| +2—1 auch gewifle > aus

bloBes ¢ *° allein sich entstehen sollen, aber die Fille m=|%|+ |y|+z,
%+ |yl +24+2, -oeren ausgenommen wegen urspriinglichen zweiten Annahme
m+l=x+y+2z (mod 2).

Die erste 4 Summen konnen sidmtlich wie selbst steht oder mit gebrauch
von 5°, durch diejenige des F, ersetzt werden. Daher

27 o\ M1 .
P,..(x v, z):8}zs SSS <2008<}>+25cos«1r+e ) e

0

2 exp{—iz,0}dpddd ,

wobei die Summe >} mit z beginnt und durch m+1—|x]|—|y| vollendet,

v

w.z.b.w.
Wegen Periodizitit des Integrandes kann das Integrationsgebiet als jeder
Wiirfel W: —a <, 4, 0 < 27—« willkiirlich genommen werden.

§ 2.
Nach (1) hat man besonders

3n/2

(6) P,(0,0,0 =l S S S <2 cosp +2 COS\”“"")Z";%; exp{—2ik0} dpdyrdo ,
87 5 =0

— /2




Einige Erweiterung des Pélyashe Irrfahrtproblem i7

das unten abgeschitzt werden wird. Man sieht leicht, daBl

5:‘6 = En] (cos 2k0—i sin 2k0) = Sl—ns(::le [cos nf—1 sin nd],
E= £=0
und folglish |Z‘|=‘W‘gn+1.n

Da aber der Faktor nach absolutem Betrage

R = 2 cos @ +2 cos r+¢°
5
fiir p=+r=0=0 oder = innerhalb des Integrationsgebietes W sein Maximum
1 erreicht, so betrigt R<p<1 in W—W,—W,=U, wobei W, und W, zwei
offene Wiirfel mit jedem Mittelpunkt (0, 0, 0), (=, =, #) von beliebig kleiner
aber doch wohl bestimmter Kantenlinge 2a¢ bezeichnen. Damit wird

|]U[——H ’< n+1)p*™ =0 (1/n") fiir # — oo,

wobei N irgendwie groBe aber feste positive Zahl sein mag. Anderseits ist
der Beitrage aus W,

B 1 ] 1 t t t3 t >]2n
]W"_g?SS“S[ ( NS vV n+lSlnM
sin w+1) 4, /n _ztadtdtdt - — . — g
Sini,/n @=t/n, vy==4/n, 0 ="t/n)
Vaa Vna na o 1
1+=)¢
~ 1 2y 2 <l>]51n< n>
ol S S S exp[ 5 (F1+13) + £ it,+0 n S

Yna Vina NG

exp {—it.}dt.dt,di,

1 7 2 ., ’”sin(1+~;—>t3 3.
=~ Sy ~S{){)exp( > dt, $wexp<——-5—t2> dtz_gm———sin Tn exp { —gztagdts
o~ 5 Eﬂi sin ¢ [ i —7 s i ] i — o0
~ 16w ) s t/n cos & t—isin 5 t|dt fir = ,

sin (n+1) M2 _ o
(n-+1) sin of =F®).
sogar symmetrisch in bezug auf 6=pm/2 (p=0,1,2,--) ist, so braucht nur das Intervall 0=20=<_mw/2
betrachtet zu werden. Ersichtlich ist F(0+)=1 und
AR sin (n+1) 0
F'(= o +1)2 —anfe [(n+1) cos (n+1) 6sin6—sin (#-+1) 6 cos 6],
worin sin >0 in 0<p<{z/2. Nun gibt F’(6)=0 entweder
(i) sin (r+1) 6=0 oder (ii) tan (n+1) =(n+1) tane,
aus deren letzteres sin? (n-+1) =(n-+1)%sin%0/{cos? 8-+ (n+1)2sin?0} folgt. Offenbar liefert das

in2
ersteres den Minimumwert 0, wihrend das Iletzteres den Maximumwert F (6)=€—;%

2) Um diese Abschitzung zu priifen, setze ich { Da diese Funktion periodisch,

1+n(n+2) sinZ¢ =1, w.z.b.w.
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worin der imaginidre Teil wegen des ungeraden Faktors verschwindet. Da
aber 0<_t/n<a als genug Kklein gewihlt worden war, so strebt » sint/n=1t,
und

_ 5 (s 8, . 2N\dt_ 5 .
]W0=Wb(<sm§t+smgt>7=w bei #n-—>co,

auf daB

¢ dt _ = . =

§smct7——2 fiir ¢ >0.
Ganz derselbe ist der Beitrag aus W,. Daher gilt

5
(7) Pzn(0>0; 0)= 814—71',

wihrend, wie schon in (5) gesehen, P,,..(0, 0, 0)=0 ist.

Obgleich die obige Ergebnisse etwas verschieden von diejenige fiir Poly-
asches EbenenstraBennetz: P, (0, 0)=1/n=, P, .., 0)=0 scheint, doch di-
vergiert gleichviel gegenwirtige Reihe 3P, (0, 0, 0) und damit stimmt wei-
terer SchluB mit Pélyaschem iiberein. Seien nidmlich Q, die Wahrscheinlichkeit
dafiir, daB der Wanderer innerhalb der Zeitspann 0< ¢#<#x nach dem An-
fangspunkt zuriickkehrt, und ,, die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB der Wanderer
zum ersten Male in #=m auf den Anfangspunkt zuriickkommt, so gilt &,=

Z:wm mit @,,,,=0. Aber ist die Wahrscheinlichkeit P, (0, 0, 0) nichts anders

als der Koeflizient von 2” in die Entwickelung des Bruches (1 —w,2*—w,2*—-+) 7},
und deshalb besteht wohl

£l =1= S 0,2" = 1/31 P,,0, 0, 0)z"

Daraus folgt F(1—0)=0 und Zw] o,,=1, wenn ‘ij(O, 0, O)=0co, Also wird
m=1 m=0
0=1im 2,=1, dh. es ist gewiB, daB der Wanderer innerhalb endlicher

n>oo

Zeitspann wenigstens einmal und folglich auch unendlich oft auf den Anfangs-
punkt zuriickkommt.

Uberdies geht der Wanderer iiber jeden irgendwo in Straf liegenden Punkt
(x, ¥, 2), sogar unendlich oftmal. Denn, da P, (x, y, 2) >0 fiir solches m=|x| +
|y| +2 und m=x+y+2z (mod 2) ist, und fiir irgendgroBes N er gewil N
mal auf O zuriickkehrt und wiederaufbricht, so wird wegen Regel der GroBen-
zahlen er ungefihr zu NP, (x, v, 2) Malen den Punkt (%, y, 2) besuchen. Ferner
seien (%, ¥, 2), (*,, ¥., 2,) irgend zwei Punkte auf StraBe. Auf daB der
Wanderer diese beide Punkte gewissermaBen besucht, ergibt sich dafl es einen
Verbindungsgang zwischen den zwei Punkte gibt, also Tutte le strade condu-
cono a Roma.

3) Somit hier und in meinem fritheren Essay wiirde es besser sein, anstatt von “Elevator” viel-
- mehr mit “Ersteiger” (=risers, wie Herr J. Riordan in Mathematical Review gesagt hatte) zu
ausdriicken '
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8 3.

Im Falle, daB der Elevator nur aufwdirts aber nicht abwéirts gehen kann®,
soll die betreffende Wahrscheinlichkeit das folgende Gestalt annehmen:

27

(8) P,(x, y, 2) = m (2“’5‘“2"03‘1’* e’6> exp{—ixp—iylr—iz0}dpdwd,

wobei z eine nicht-negative ganzzahlige dritte Variable ist, und nochmal gilt
Py0,0,0) =1 bzw. Pyx, 3 2 =0 f{fiir (x, 9 2) =+(0,0,0).

Ins besondere ist

27

__ 2\" o
P, 0,0, 0) = i §> SOS (cos @ +cos V) "dpdyr
demnach P, ..0,00 =0,
) L (A (20N ([ e, o
wahrend P, 0,0 00= yp <25> ,Z_‘(,) <2k> SOS cos* ¢ cos rdpdalr

/2 /2

_—i i "3 m(zl.@_'__ 2k 202k .
o <25> 2N (zn—zk)!§C°S W(PS)COS Vay.

Deshalb gilt

(9) P..0, 0,0 = 51 (%),
und
(10) P,.0, 0, 0) ~ L(%) fiir n—>oco.

Hiemit konvergiert die Reihe ﬁPzM(O, 0, 0) C>1), so daB

Q =1lim Q, —Zw _1/213 0,0,00< 1.

#yo0

Daher bei geniigend groBes #n ist ) =¥ was gegen O fiir v — oo strebt, d.h.
nach ziemlich langer Zeit { =—=wnv gibt es fast kein Zuriickkehvende, und die Stra-
Benebene z=0 wird fast unbewohnte Ruine.

Die Sache wird vielmehr einfach bei ebener Bewegung. Der wandernde
Punkt, aufbrechend zuv Zeit t=0 von O aus, herumwandere auf xy-Ebene mit
der Geschwindigkeit 1, und an jedem Knotenpunkte entscheide nichsten Lauf mit
dev Wahrscheinlichkeit 1/3 fiir eine der 3 Richtungen, parallel zu x—sowie y-
Achse® Zwar auf jeder x—Parallele ist der Verkehr ganz frei, indessen auf
jeder y—Parallele es alleiniges EinbahnstraBe, d.h. nur nach+ Direktion gangbar
ist. Bei solches StraBe 148t sich die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB der Wan-
derer zur Zeit t=m an Knotenpunkt (x, ) sich findet, durch

4) Der Fall mit solchen einseitigem Wege ist auch von Sherman Lehman fiir ebenes hexagonales
Strallennetz betrachtet worden: A Problem on Random Walk, Proc. of Symposium on Statistics, Dep. .
Matn. California Univ., p. 263 (1951).
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27

iy
0

(X, Y) =

oe_..ﬁg

ausdriicken. Man denke sich nur den Fall, daf nicht bloB m=x+3y (mod 2)
sondern auch m > |x| +y ist, weil sonst P,(x, ) =0, was ebenso wie 2°, 3° in
81 beweisbar ist. Unter dieser Annahme erhilt man

T

P,(x, y) = 1 2my< >S s”? @ cos|x|pdp .
27 3% \m—y J,
Da aber
e . 1 CCm=23>/23 (m__y) o
cos” T @ = =i 2 B~ ) oS m—y—2k) @,

wobei, falls m—y gerad ist, das letzte absolute Glied noch mit § multipliziert
werden soll, so wird das nach Integration bleibende Glied

1 |m

37 [y [m—y+(x)/2 T m—y—[x])/2’

was wegen Voraussetzungen, daB m—|x|—y=0 (mod 2), sowie m=|x|+y,
ein positiver Bruch ist. Ins besondere ist P,,,,(0, 0)=0 und F,(0, 0) =1,
wahrend

2n\ _ 1 2n)!
(1) Py, 0) = 32"( >—97n!n!’
und fiir #—oo
~ 1 (4Y
(12) P00 = ()

gilt® Demgemil ist ﬁ P, (0, 0) C>1) gewiB konvergent, und hieraus folgt
1- S, =1/3 P,0,0>1,

also bleibt die Wahrscheinlichkeit Q::i w,, dafiir, daB der Wanderer wenigs-

tens einmal wieder nach dem Anfangspunkt zuriickkehrt, gewiB ein positiver
Bruch <71. Bei alledem kann man ebendenselben Schlifl ziehen, wie der oben
illustrierte Fall des mit alleinig aufwirtssteigendem Ersteigern versehenden
co—stockigen Raumes : Nach ziemlich lingem Zeitverlaufe geben es fast keine
Voriiber gehenden auf StraBenbahnen y=0,1, 2, ---

Es ist etwas bemerkenswert, daf} beim gewohnlichen Irrfahrtproblem im
d-dimensionalen StraBennetz, Q=1 fiir d=1 oder 2 (lineare oder ebene
Dimension) aber fiir d>>3 (rdumliche Dimension) Q<1 war, dennoch fir

5) Wir erhalten #hnlichen Zahlenwert 212,.(2”) /L fiir dieselbe Wahrscheinlichkeit beim

gewohnlichen ebenen Strafennetz, oder doch bei vielfachen Miinzenwerfenspiele; cf. W. Feller, An
Introduction to Probability and its Applications, Vol. 1, p. 247 &c. (1950).
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unser zweistockigen Raum in §1 zwar Q=1 ist, wahrend sogar Q<1 fiir
Ebenesstrafennetz, in welchem nur alleinige Einbahnstrafle lings jp~Richtung
gebaut ist.

Wir haben nach (9), (10) oder (11), (12), bezw. P,,(0, 0, 0) oder P,,(0, 0)
berechnet :

Py, (0,0,0) Py, (0,0) aus Pélyashen Formel
W (1 (2n\\ 1
aus (9) aus (10) aus (11) ‘ aus (12) qu (0, 0)—(4—,,’< n )) =
0 1. — 1. — 1. £
1 0.16 0.2037 0.2222 0.2508 0.25 0.3183
2 0.0576 0.0652 0.0741 0.0788 0.1406 0.1592
3 0.0256 0.0278 0.0274 0.0286 0.0977 0.1061
4 0.0127 0.0134 0.0107 0.0110 0.0748 0.0796
5 0.0065 0.0068 0.0043 0.0044 0.0606 0.0637
6 0.0035 0.0036 0.0017 0.0018 0.0509 0.0531
7 0.0019 0.0020 0.0007 0.0007 0.0439 0.0455
8 0.0011 0.0011 0.0003 0.0003 0.0386 0.0398
9 0.0006 0.0006 0.0001 0.0001 0.0344 0.0354
10 0.0004 0.0004 0.0001 0.0001 0.0311 0.0318
11 0.0002 0.0002 +0.0000 0.0000 0.0283 0.0289
12 0.0001 0.0001 0.0000 0.0000 0.0260 0.0265
13 0.0001 0.0001 0.0000 0.0000 0.0240 0.0245
14 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0223 0.0227
15 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0209 0.0212
Summe 3} 1.2703 1.3416 oo
S 0.7872 0.7454 0
£=1-311 0.2128 0.2546 1
8 4.

SchlieBlich wiinsche ich die Annahme, daf3 der Wanderer keine Pause hat,
zu verschwichen®. Es seien p,, p, und p, die Wahrscheinlichkeiten dafiir, daB
die auf Ebene herumwandernde Molekel je um =1 parallel zur x—, y—~ Achse
in Einheitzeit sich bewegt, bzw. um =#+/ 2 parallel zur Linie y=x oder
y=—x, was aus Superposition der Verschiebungen lings x— sowie y-Richtung
resultiert—wie etwa dem ZusammenstoBe zwischen Molekeln gemil Brown-
sche” Bewegung verursacht wird—und schlieBlich wihrend nichster Zeiteinheit
in demselben Punkt ruft, sodaB p,+4p,+4p,=1 gilt.

Fiir jeden Knotenpunkt (x, y) sind es 8 Nachbarpunkte : (x%1, 3), (x, y£1),
(x+1, y=x1) und (x+=1, yF1), wobei die doppelten Zeichen in Klammern je ober
oder unter gleichzeitig genommen werden sollen. Die Wahrscheinlichkeit dafiir,
daB im Zeitpunkt { =m der wandernde Punkt im Knotenpunkt (x, y) sich findet,

6) Was ich in der fritheren Note loc. cit. bereits gemacht hatte, aber hier wird es etwas ver-
feinert werden.

7) Die Irrfahrt-Approximation zur Brownschen Bewegung ist etwa in A. Dvoretzky and P. Erdos:
Some Problems on random Walk in Space, in bevor unter 4) zitierten Literatur, p. 367, und noch
weiter A. Dvoretzky: Brownian motion in space and subharmonic functions, behandelt worden.
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ist
27—~ 0

13) P,x, 3 = 1 SS [ Do+ 2p.(cos @ +cosy) +2p,{cos(p+f) +cos(@—)} "

 exp{—irp—iypdpdy,
wobei @ irgendeine positive Zahl <= bedeutet. Offenbar ist (13) richtig fiir
m=0. Falls (13) fiir gewiBes m giiltig ist, so geht es auch fiir m+1. Denn,
da
P,.\(%, 3) = poPp(x, 3) +p P, E1, 3) +p.P, (%, y£1) +
pz P, (xx1, yE1)+p,P,x+1, yF1),

setzt man P,, im rechtstehenden Ausdriicke durch (13) ein, so folgt

P,.(x = SS[?D+2{plcosq)+plcos\b+pzcos(rp+q;p) + p,cos{p— ,llr)}]me—;xq? iy

x [po +Du(e + ) + pueti eV 4 py(e T — e ¢TI

+ﬁ2(€(‘p—l}’)i+e_“a-l}’)i)]d@d’ll/'

= 4—1;;2 ﬂ [6o+2{p:cos P, + p,cosyr + p,cos (@ +) + p,cos(p—) } I
exp {—ixp—iyyidpdy, '

w.zb.w. Ins besondere gilt

27—

P,0, 0) = “ Lpo+2{p.cosp+ p,cosr+ p,cos(p +r) + p,cos(@—)} J"dpdr.

Wir wollen dies fiir genug groBes m abschitzen, und dazu den Integrand
nach absolutem Betrag |A| erwidgen. Dies erreicht sein Maximum 1 fiir
@ =+ =0 innerhalb des ganzen Integrationsgebietes . Daher wird |A]| <p”—0
(m ™) im abgeschlossenen Gebiet Q—Q,, wo @, ein kleines offenes Quadrat
mit Mittelpunkt (0, 0) von Kantenlinge 2a(0<a< 1) bedeutet. Anderseits ist
der Beitrag aus @,

| =& “ [ B0+ 2{ 9,008 P+ p, COSY+p,COS [ +) + p, cos(p—) } 1" dpdr

9
v

12 SS expmlog[p0+2pl(cosm+cos ;>

- . m-al/m \/ m
+2p, (cosi;-i/ +cosi/ t)] dedt’ p=t/~/m =10/ m)
m

[ 3™
=~ 47r12m Jg exp mlog[ = (P, +2p) (B2 +17) | dtdt

~av (falls m groB und a klein)
1 TI¢ _ n o 1
= | ) 0 eIyt [ = g
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Also besteht fiir passend groBes
(14) P, 0, 0) = 1/4=(p,+2p)m ,
und 3} P,.(0, 0) divergiert gegen oo. Die Wahrscheinlichkeit 2, dafiir, daB die
Molekel innerhalb 0< ¢ <# auf den Anfangspunkt zuriickkommt, strebt gegen
1 fiir #— oo, in Ubereinstimmung mit dem Pélyaschen Resultat.
Ganz ebenso kann man auch fiir Raum fortfahren: Zunichst wird die

betreffende Wahrscheinlichkeit beim dreidimensionalen Raum folgenderweise
dargestelit :

27—

(15) Po(%, 3, 2) — % m E™ exp {—ixp—iypr—iz} dpdirdX. ,
wobei N
E = p,+2p,(cos @ +cosr +cos X) +2p,[ cos (p ) +cos (p=X) +cos (fr+£X) ]
+2p,] cos{p+rX) +cos( @ F+X)]
und Do+6p,+12p,+8p, =1
sind. Zweitens sind es 27 Nachbarpunkte fiir jeden Knotenpunkt (x, y, 2) :

(i) 6 Punkte (x, 9, 2+1), x, yx1, 2), (x£1, 3, 2);

(ii) 12 Punkte (x=x1, y=+1, 2), (%1, yT1, 2) und dgl;

(iiiy 8 Punkte (x=x1, yx1, z2+1), (xx1, yx1, z2—1), xx1, yF1, 2+1),
(xx1, yF1, 2—1);

(iv) der ndmliche Punkt (x, , 2);

von einjeder (i), (ii), (ii), (iv) aus es nach Einheitzeit mit Wahrscheinlichkeit
D> Dsy s> Do bezw. zum Punkt (x, y, 2) erreichbar sind. Dadurch aber leicht
kann die vollstindige Induktion der Formel (15) von m zu m +1 geleistet werden.
Ferner nimmt der faktor E in (15) nach absolutem Betrage ersichtlich seinen
Maximumwert 1 fiir ¢ =+ =X =0, und zuletzt konnen wir schlieBen, daB

(16) P, (0,0, 0) = [8(p,+4p,+4p)m]™  fir m—oo,

damit 31 PO, 0, 0) konvergent und Q=1m,< 1ist. Also erscheint ganz
anderes als der vorige ebene Fall: der Wanderer kommt nicht notwendiger-
weise auf Anfangsstelle zuriick.

Am Ende sei es zum Vergleiche bemerkt, daB der Fall, worin jede Be-
wegungsrichtung éberallhin genommen werden moge, erst von Pearson gefragt
und spidter von Kluyver und Rayleigh schonweise folgendermaBen gelost
worden ist®:

Es sei namlich ein Wanderer auf », 6-Polarkoordinatenebene, der zur Zeit

8) K. Pearson: Nature, 72 (1905), p. 294.
J. Kluyver: Proc. Section of Sci., K. Akad. Amsterdam, 8 (1906), p. 604.
Lord Layleigh: Phil. Mag., 37 (1919), p. 321
G. Watson: Theory of Bessel Functions (1922), p. 419.
Y. Fusimi: Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik (im Japanische).



24 Yoshikatsu WATANABE

t=0 von 0 aus mit Geschwindigkeit 1 aufbriche und zur Zeit #=0,1, 2, ---
seine nichste Laufsrichtung iiberallhin aufs Geratewohl auswihle. Die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, daB er zur Zeit #=—=# innerhalb des Kreises von Radius
r sich findet, nach Kluyver ist

P, =r|1entierat,

wobei [,, J, Besselfunktionen bedeuten, und woraus

1

folgt. Bezeichnet man nun mit Q, und o,, die respektive Wahrscheinlichkeit
dafiir, daB der Wanderer innerhalb der Zeitspann 0<_f <# bzw. erstemal in

t=m<n auf K:r<1 zuriickkommt, so gilt >} ,,=—=,. Da aber
m=1

} n——o)n+ E coha)k+ 2 G)hOJkCOl+"‘
htk=n Bt ki=n
ist,” deswegen

ZjoPnz" =(1- 21 ®,2") 7,

wobei beide unendliche Reihen fiir [z]< 1 konvergieren, weil auBer P,=1
simtliche P,, o, positive genuine Briiche sind. Hiermit bei z—1—0
o oo 1 .
— = — = Q =0 =
1 Elw”‘ 1/”Z=]MH_1 0, dh 1135 ,, 1.
Es ist also ganz gewifl, daB der Wanderer wenigstens einmal und folglich
auch unendlich oft zu K: » <1 zuriickkehrt.
Im Falle der rdumliche Wanderung nach Lord Layleigh ist die entspre-
chende Wahrscheinlichkeit fiir groBes #»
-
P (r) = VES #* exp {—- 1—t2} dt,
T 2

[

mit ¢*=n/3s. Daraus erkennen wir, daB

P,(f')(l) =~ 6 _1

T n3/2

und i P®1)(C>1) konvergiert, so dal 0<Q=1mQ,=1-1/ f‘o_, P& 1)< 1.

Daher ist 1—0Q >0, was meint, daB die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf® der
Wanderer ohne sogar einmalige Zuriickkehrung ins Kugelgebiet K: r <1
lediglich ins Unendliche entgeht, eben positiv ist und also im Raum gewill
sich verbreiten die Molekeln ins Unendliche (Diffusion).

9) Hier, aus Stetigkeitsprinzip ist es angenommen, die Wahrscheinlichkeit = w, ungefdhr zu sein,
dafiir daR der zur Zeit #=0 von einem Punkte in K aufbrichende Wanderer in f{=# erstemal innerhalb
des Kreises K zuriickkommt.
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Ganz ebenso fiir den Fall der Wanderung im d (> 3)-dimensionalen Raume
wird die Wahrscheinlichkeit

S ” 4 1 >d/2—1 {._”_tz
P (r) = T‘(%d>§<2 rt Ji,(rt) exp 2d§ dr
—_ 1 [(rd\" (l 1 -_Zzﬁ'>
—Pi+1><2n> Filgd gd+l =),
2
a@+1)- (@+v—1) 2* ( 1 ra’)
wobei .F,{(a, B, z) = »20,@(/8+1) Brv=T) v’ also F\| =, d+1 o
= (—1)* d <gg> .
?;;) ST 755 \ 5, ist. Daher ist

1 d \** d d d
Pet=—g— (2" (5, §+1 —4).
r %+1> 2n 27 2 2n

Aber, da .F, (1 d, d +1, ——d—> ~1 fiir w—occ gilt, so strebt
2 2n
(0 (1) =~ i>d/2—1_ 1
Fol)= (2 raz+n w929

Also ist iOP;“) (1) C>1) konvergent, infolgedessen 0< Q=1imQ,=1—1/ ion{” {1
<1 und deswegen entgeht der Wanderunde Punkt schlieBlich ins Unendliche.

Nachtriglich sei es noch bemerkt, daf unsre Formel (6) nach Ausfiihr-
ung der Integration in mehr klarer Form frei von imagindren Potenzen
folgendermafBen ausgedriickt werden konnen :

(17) P,(0, 0, 0) ESiz:( )(2’>

und woraus folgende Werte berechnet werden mogen :

n 0 ‘ 1 2 l 3 | 4 5

P,,(0, 0, 0) 1 ’ 0.2 0.0976 0.0641 J 0.0480 0.386 &c.







