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EINE VERALLGEMEINERUNG DER LAPLACE-TRANSFORMATION
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Yoshikatsu WATANABE
(Eingegangen am 30 September, 1956)

Wihrend die gewohnliche Laplace-Transformation

fls)= S: e *“Flu)du

auf der Funktion einer Vairiable bezieht, erwége ich diejenige in bezug auf der Funktion
von n Variablen

Florr = |7 exp = 3 a0 | oo

V=

und ins besondere den Fall n=2

flst) = Sw re"“‘“’F(u,v) dudp.
0

JO

Bei noch besondereren Fall s=¢ wird es

_ _s(utr)
flsys) = So SO e Fuw)dudv,
was, gesetzt u+v==E§ u—v=r7,

&

( 1 “ ~st . 7§+77 s—n . - _sE
fe=2 otag " p(52 EoNap—|" eicierae

also auf den Fall n=1sich reduziert. Jedoch die verschiedenen Ergebnisse zu {ibersehen,
scheint es mir vielmehr besser die Sache in paralleler Weise zu dem Falle ciner Variable
zu betrachten. Dazu hat man nur ciniges dariiber maBgebendes Buch? fast worterlich
umzuschreiben. Ich habe es mit meinem privaten Wiinsch zu den Text umstandlich
verstehen konnen getan.

S L

Es sei das Grundbereich, in dem die vorkommenden Funktionen definiert sind,
immer 0<Su<oo, 0y <eco. Die Funktion F(z,v) sei in jedem endlichen Teilbereich
0<u<<U, 0<o <V summierbar im Lebesqueschen Sinn, was zur Folge hat, daB neben

1) Z.B., G. Doetsch, Handbuch der Laplace-Transformaiton, 1950.
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eV
|
0

vev
S S F(u,v)dvdy immer auchg S |F(u,v) | dvdu existiert.  Dann ist fir jedes komplexe s,
0Jo

I
0
auch e™** “F(u,v) noch eine derartige, da e™** in jedem endlichen Bereich beschrankt
bleibt. Es existiert also fiir jedes endliche U und ¥

I

uev [
S S e " Fluw)dvdy  und g S e *Fluw) | dedu.
0J0 JOoJO
Gibt es ein reelles oder komplexes Wertepaar s, 20 derart, daf3

(D) lim Sw (w e F(u,v)dvdu= f(so,to)
040

w,w’——»x}
existiert, so heiBle f(so,t0) €in zwei-parametriges Laplace-Integral.
Lemma 1. Zur Konvergenz des Limes (1) ist notwendig und hinreichend, daB

man zu jedem &>0 ein £=0(8) >0 so wihlen kann, daB

2

oy fwy” w; (fw/ .
S S — S g <& mit ausgelassenen e™ """ F(uv)dvdu
0Jo 0 Jo i

fiir jene Wertepaare w01 und o,z mit £<o; <o, und £<oi<w; gilt. Oder, noch
ausfiihrlich bedeutet (2), daf3 alle drei Ungleichungen

@y ‘o &
<o
Jors )

G

I e S w4 B

1

QO{f”r)

erfillt sind. Zwar ist es klar, daf3 (8) hinreichend fiir (2) ist. Aber fiir ws=w; oder ws’
=, stimmt (2) mit (i) oder (ii) tiberein, und da

(i< ! SOSO - Sogof + )+ (i)

ist, so muB (iii) stets bestehen, wenn (2) und folglich (i) und (ii) auch gelten, also ist (3)
fiir Bestehen von (2) notwendig.

Lemma 2. Ein besonderer Fall ist der, da3 Laplace-Integral absolut konvergiert,
d. h. daB

lim S:S: le™"~**F(u,v) |dvdu= lim Swgme—"‘)”"””lF(u,v)ldvdu.
0J0

@,w’—>o0 0,0 50

mit oo=3MNs und 7o = R4, existiert. Dazu ist notwendig und hinreichend, daB man zu
jedem >0 ein £=12(¢)>0 so bestimmen kann, daB nach (3) die folgenden drei Unglei-
chungen mit ausgelassenen exp{ —oou — T} | F(u,) | dvdu

wa (fwe’ | (w2 (wa” |
SR W

0 Joi7| w;J0
fiir 2<01<0w,, 2<0,'<w," bestehen.

Satz. 1. Ist Flu,v) auBer einem passenden Rechteck beschrinkt,

4) <& und
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G | Flu,v)| =<C

Sir uz=U mit v=0, sowie filr vV mit u=0, soist das Laplace-Integral fiir jedes Wertepaar
S0, to mit s >0, Rio >0 abrolut konvergent.

Beweis. Es sel aq,7 €in feste Zahlenpaar mit Rsp=00>0, Rio=70>0, so ist fiir
U=, = 0 sowie V< wi < w; mit ausgelassenen exp { —ocu—7o}| Flu.v)|dvdu

wy”

<cr e""'“”dux Y ey <
0

vy’ GoTo

e—’ruml’ < (9

fiir )’ >.2(8), und ebenso sind fiir w;, > £(6)
Swﬂgml ‘ <6, SMQS 2
w1 JO | o Jo”

Also bestehen Bedingungen (4), w.z.b.w.

C

GoTo

< e—o'oml —7ﬂm1’<8-

Deutet man die Parameter s und zals komplexe Variablen in jeden s und t-Ebene,
so konvergiert das Lapalce-Integral

Smgme"“"”F(u, v)dvdu
0Jo

fiir eine beschrankte und in jedem endlichen Bereich integrierbare Funktion mindestesn
in der Mannigfaltigkeit der offenen Halbebenen Rs>0, Rz>0, und zwar sogar absolut.
Es kann aber in einem noch umfangreicheren Gebiet absolut konvergieren; so ist z. B.
fiir F(u,v)=e™" offenkundig fiir Rs > —1, Rz > —1 absolut konvergent

| 1 .
su=iv, —u-v —— f a3 A
Sogoe e *dudy GIDGE ir  RE+1D)>0, RE+1)>0

Es ist leicht einzusehen, daB jedes in einem Punkt (so,z,) absolut konvergente
Laplace-Integral sofort in der Mannigfaltigkeit zweier ganzer Halbebenen konvergiert.
Es gilt namlich

Satz 2. Ist ein Laplace-Integral in einem Punkt (so,t0) absolut konvergent, so ist es in der
abgeschlossenen Mannig faltigheit s =R so, R ¢ =R, absolut konvergent.

Beweis. Fiir Rs=oc=00=Rsp, Rt =1r>7=R¢, gilt

[2}14

wy fwy’ ]
S S le—su—tvF(u, 7)) ]dvdu: S S [ e'—(S—su)u—(t—ta)ve—sou—tnv
0 Jowy’ 0 Jey”

154

Flu,v)dvdu

w (fwy” wy fwy”
:S g e'(a‘—u’u)u—(‘r—’fu)vje—Snu—tnvF<u’v> ldvdugs IS : IC_SOU—“"F(M”U)IGZvdu.
0 Jw;”

0 Joy

Ganz ebenso

szswx’ le™** *Fu,v) | dvdugg

w3
w1 J0 ©

5:1 Je_suu—;av F(u,v)]dvdu

1

und
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S“’ZS“’Z le_su—WF(u,v)[dvduggngmz [e™ """ Fu,v)|dvdu.

wy Joy” w1 Jwy”

Wenn die Bedingung (4) fiir so,to erfiillt ist, so erst recht fiir s,z

Satz 3. Das genaue Gebiet absoluter Konvergenz des Laplace-Integrals ist die Mannig-
Saltigkeit offener oder abgeschlossener Halbebenen Ms>a (oder=ax) und Re>a’ (eder=at’), wobet
o, auch gleich — oo oder + oo sein konnen.

Jeder Rand Rs=ca, Ri=a’ kann nur entweder ganz (wie bei der Funktion F(u,v)
=[1+@@*+v*)*]";a=a’=0), oder gar nicht (wie bei der Funktion F(u,v)=[1+4*+v"]7;
a=a’=0) zum Gebiet absoluter Konvergenz gehoren.

Das Wertepaar (a, a’) heif3t die Koordinaten absoluter Konvergenz, das Gebiet
{As>a, Re>ar), oder {(Rs=a, R =’} falls nochmalige Konvergenzen auf ganzen
Réander stattfinden, die Halbebenen-Mannigfaltigkeit absoluter Konvergenz des
Laplace-Integrals.

§ 2.

Wir fragen nun, wie das Gebiet von s- und -Werten aussicht, wo das Laplace-
Integral nicht notwendig absolut, sondern einfach konvergiert. Dazu schicken wir
einen Satz voraus, den wir unten etwas allgemeiner formulieren, als es hier notig ware.

Satz 4. Wenn G(u,v) = 0(p") mit k=0 fiir p= /42402 —> o ist, s0 ist das Integral

(6) Swsm(sﬂéﬂe—”—”G(u, v)dudv
0o

T

4 oo k
= Sogo (st)*"* exp { —p(scosf@+ tsind)} G (pcosd, psind) pdpdd
in der Manmg faltigkeit jedes ziemlich abgerundeten Winkelraumes B3 (s=0 als Spitze und | arg s|
<< /T’K aber mit Ausnahme eines Kreises K von Mittelpunkt s= 0 mit beliebig kleinem Radius)
und desjeniges B (1=0, [arg t] <dr<< —g—, ausgenommen K') zwar gleichmaBig konvergent.

Beweis. Zu jedem £>0 gibt es ein w >0, so daB3 |G(uw) | <&* fiir p=w ist. Dann
ist der Rest fiir o <p; < p2 und jedes s in B und z in B’

| Tre: 2
|R|= | ‘05'%(”)5“ exp { —p(s cosf+¢ sind)} G (p cosd, p sin0) pdpd ¥

X T (e
<é&|st| 3-"“8 ( exp { —plo cosd+7 sind) }p* " dpd ¥,
0Je1

wobei 0<o=Rs<[s] und 0<7=R¢=<[¢| sind. Durch Einsetzung von p(o-cosd + 7 siné)
=w wird

Eyipn i+ 2 &5
’ 152<**1/0~T . )k ~d5S e W dw
0

o\ o cosd+7 sind

| st
IRI<e| o
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EI'E+2) Sg[l/cos’y sin’y]k+2d9
(cosyn)™* Jol cos(6—7) ’

wo Y=tan”'7/c¢ ist und wegen angenommener Abrundungen der Winkelspitzen 0<C&

=o,7 demzufolge 0< &< 7 < -7~ —& und das letzte Integral <<z /(y/ 2sin&)"**=M

wird. Daher gilt unsere Abschitzung

|R| < &I'(k+2) M/(cosqjr)*+? unabhingig von s und t.
v g1g

Es ist aber moglich die Abrunderungen wie viel klein auch immer zu machen. Ander-
seits fiir s=¢= 0 ist die Abschétzung trivialerweise erfiillt.

Zusatz 4. Bei s=t ergibt es sich, daB, falls G(u,v)=0(p*) mit k=0 ist,

(7) rrsk”e”(”*”) G(u,v)dudv
0

[

in <O, larg s| <A< %) gleichmaBig konvergiert. Ferner, wenn G(u,v) eine Funktion

der Variable u allein=g(u) und g(u)=0(@") ist, so reduziert sich der Ausdruck (7) auf
(8) X:sk“e—wg(u)du,

das in W gleichmaBig konvergiert.

Wir vorbereiten noch ein

Lemma 3. Die partielle Integration zweier Variablen kann folgendermafBen
geleistet werden

bed b, d b d
9) |\ repgwniyde=[ fapsen ] - [ [ penewn] ax
d b brd
- S [fy(x,y)g(x,y)]adwr Kagcfxy(x,y)g(x,y) dydx,

wobei

(1 0) [f(x’”g(x,}’)jl :j :f(ba d)g(ba d) —‘f(ba C)S’(b’ C) —f(a’ d)g(av d) +f<a’ C)g(d, C)'

Satz 5. Konvergiert ein Laplace-Integral fiir so, to
(] 1) SO S:e—sau—tov F(u,v)dudv :fO,
0 kanvergiert das Laplace-Integral

(12) S:Sme_m—wf‘(u,v)dudv

0

GleichmdBig in der mannig faltigkeit {88, }, wo LY einen Winkelraum in s-Ebene mit so als Spitze
7

5 sowie W' denjenigen in t-Ebene bedeuten. Ins-

aber etwas abgerundet und |arg(s—so) | S <
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besondere konvergiert es also fiir jeden Punkt (sx) der offenen Mannig faltigkeit (Rs=o > o= Ns,,
Ri=7>70=Rts). Wird ferner

(13) SMS:e"“""“”F(u, v)dvdu=P(u,v), also e " Fluv)= @, u,0)
0
gesetzt, so 1Bt sich das Laplace-Integral (11) fiir jedes st mit o >ao,m >0 durch folgendes andere

(14) (s—50) (z—ms S“e-(s-wu—(t—to)vw(u,v)dudv,

gJo
und fiir o > o0 > 7o und s=so, t=1t, durch

(15) fot XT (s—50)(6—to)e=6= 2= =1 [P, ) — foldvdu

darstellen. Das letztere Integral konvergiert gleichmdBig in jeder Mannig faltigkeit {28, B},
Beweis. Aus Lemma 3 folgt bei jetztigem Fall fiir beliebige komplexe s,z

oo w (o’
SOSO e "F(u,v)dvdu= SOSO Tem Gsumltrgmsouter By N dodu
(5]
=g~ et Py )+ So(s—so)e”(s_s")“"(‘"’”)“"@ (w,0')du
w’ © o’
+ S (t—to)e"("5°)“”(‘"‘°)”(ﬁ(w,v)dv—I—S S (s—s0)(t —to)eCu= =2y Ndvdu,
0 0Jo

da @(u,v) verschwindet, wenn eines oder beide von u,v veschwindet. Addiert man hierzu
die Gleichung

0= fo{l—e 7 {1 —e 7} — S S (s—50) (t—to)e™ 7%= =0 £, dvdu,
0Jo
so ergibt sich

Sm S‘*’e_su_wF(u, v)dvdquo{l Ne—(s—su)m}{l _e—(t—tg)m/}
0 Jj0

F oGm0 Py ) - GH(MDWS (s—s0)e ™D (u, 0 Y dus

o
el S:(t —tp)e” TP o, v)dv + S:S:(s —so)(t—to)e” C T Dy, v)
—'f()] dvdu
= ot T [0 o af) = fi] e | o)™ (D) — fild
(o]
4o smsnw SO (t—to)e™ " [@(w,0) —fojdv + S S (s—s0)&— t())e—(s—su)u—(t——tu)vl:(p(uﬂ))

0JO
—fo:ld’l]du
=[+II4+1I+IV+ V.
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Wegen @(w,w")—> fo fiir »,’ — o0 konvergiert II auf rechten Seite fiir ,0 = o in {fs
=Nse, Re=R 1o} (also [e” 70~ C*] 1) gleichmaBig und zwar gegn 0. Beziiglich
TII ist es gleich O falls s==s, £=1¢¢, sonst aber konvergiert das Integral nach Zusatz (8)
(mit s—s; an Stelle von s und k=1, da @ (u,0’) — fo=0(1) = 0(v) ist?) gleichmaBig in
W, und der Faktor gegen 0 in W', dieselben fur IV, und schlieBlich V nach Satz 4 (mit
k=0 und s — s, ¢ — ¢ an Stelle von s, ¢) gleichmaBig in {W, W'}, also die linke Seite
gleichmaBig in {B, W'} und zwar gegen

rgxe'”"”F(u,v)dvdu =fo+ Smgm(s—so) (t—to)e” 70 [ @(y,v) — fyldvdu.

0 Jo 0Jo

Das ist der Ausdruck (15), der fiir s = sy, £ = o und fiir jedes s, ¢t mit fs >R s bzw. Re
>Rt gilt, da man jedes solche s, ¢ in W bzw. W’ einfassen kann. LaBt man den Punkt
(50, t0) weg, und betrachtet nur Rs>NRso bzw. Rt >R, so ist

(s—s0) (¢ — 1) So 3:6"(’”“)"’(‘”“’”’fodudv
konvergent und gleich fo, so daB sich (15) auf (14) reduziert.
Satz 6. Bleiben simtliche Limites von
VU
(16) (U, V)ZSOgoe—s"”_””F(u,v)dvdu (U,V=0)
Siir U+ V-—co alle und jedes endlich und ins besondere (11) giiltig, so sind die in (14) und (15)
vorkommenden Integral fiir o> oo, T>70 absolut konvergent.

Beweis. Die Funktionen @(u,v) und @ (u,v) — f; sind fiir u,v = 0 stetig und haben
endliche Grenzwerte fiir u + v— oo, sind also beschrankt®, so daf3 die Integrale (14) und
(15) nach Satz 1 fiir R(s—50) >0, R (& —4 >0 absolut konvergieren.

Aus der Tatsache, daB3 die Konvergenz des Laplace-Integrals in einem Punkt (s,
to) die Konvergenz in der Mannigfaltigkeit der offenen Halbebenen ts>%s,, R >Re
nach sich zieht, ergibt sich nun wértlich bei der absoluten Konvergenz.

Satz 7. Das genaue Gebiet der (einfachen) Komvergenz des Laplace-Integrals ist eine
Mannig faltigkeit Vs> B, Rt >3, deren Rinder Rs= L bzw. Ri=p" ganz, teilweise oder gar
nicht zum Konvergenzgebiet gehiren kinnen. Fines oder beide von 8, 8" kinnen auch je — oo oder
+ oo sein.

Das Wertepaar (3, /3) heiBt die Konvergenz-Koordinaten, das Gebict Rs
>3, Re> 3 mit EinschluB der eventuellen Konvergenzpunkte auf fs= 3, R = B die

2) Dabei braucht man als s —sq=(s — s)2 /(s — so) sich denken, und dies ist plausible wegen {s—so| 20
infolge der Abrundung der Spitze von %. .

3) Esseien z.B., so =tp=0 und F(v,v)=F(u)=1,—-1,0 jenachdem 0=<u <1, 1<<u<2 oder 2<u < oo ist.
Dann wird 6(U, V)~ J’H:Hu,u)dvdu:UV, (2- D)V oder 0. Daher gelten 8(0, 00)=0, §(0< U< 2, c0)=co,
B(2=U <o0,00)=0 und @0, 0=V =<00)=0, also f;,=0, jedoch ist dieses @ (U, V) keinerlei beschrinkt, und
zu unserer Kategorie nicht gehort, obgleich das Laplace-Integral j:j:e"su"”F(u,v)dudv fiir Ke>0, Rs>0

absolut konvergiert. Es mdchte also mbglich sein, meine Annahme (16) etwas zu erschwichen koénnen.
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Konvergenz-Mannigfaltigkeit der Halbebenen, dic Geraden fs= 8 baw. Ri= g die
Konvergenzgeraden®.

DaB tatsichlich auf den Rander Rs= B, Re= B alle Méglichkeiten des Kon-
vergenzverhaltens vorliegen kénnen, ziehen, folgende Beispiele:

a) Flu,0)=[1+@"+0v%)%] 7, B=p'=0;
in allen Punkten der Geraden fs= 0, Rz =0 konvergiert das Laplace Integral, sogar
absolut.

b) FQu,v) = (1+u*+0%)7, B=pR'=0;

in Punkte s= 0,z= 0 divergiert das Laplace-Integral, in allen anderen Punkten mit R s
=0, Rt=0 (also s=iy, t=iy’, wo y,y’ reell und beide zwel =0, obgleich aber nur cines
=0 sein moge) konvergiert es, aber nicht absolut, denn zwar

" i ”_‘h’_zzrvgosyyrd _E.S”Sinxlf_d
Soe ydugol‘*‘uz‘*"vz 230 v T+u2 T gl 01 1 +u? “

und diese Integrale sind fiir y =0 konvergent, wie ihre Darstellung durch unendliche
Reihen erkennen laf3t.

C) F(”ﬁ”):la B:B/:O;

in allen Punkten mit fs= 0, R¢=0 divergiert das Laplace-Integral.
§ 3.

Um di Koordinaten einfacher und absoluter Konvergenz festzustellen, kann man
sich offenbar auf reelle s, ¢ beschranken. Natiirlich ist

B=a, B=a.

Zuerst wollen wir uns zum Falle s=¢ beschranken, viz.

Sm Sme"s‘“”)F(u, v)dudwv,
0

[

und seine gemeinsamen Konvergenzabszissen 8 bestimmen.
Satz 8. Wird mit U+ V=W

lim - 100 [ {7 (" |
(17) ;ﬂylog: , OF(u,v)dvdu‘z)\

gesetzt, so ist

4) Oder,da jene Ordinaten vonihre Punkte zusammengefassen eine Ebene bilden, so maogedie Gesamtheit
{Rs= g, Nt = B’} als Konvergenzrinderebene genannt werden freilich ist dies ganz andere als die
Konvergenz-Halbebene des gewdhnilichen einparametrigen Laplace-Integrals.
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a B\ b) A=XMax(0,8), o B=x fir x>0

Beweis. @)  seiendlich. Wir zeigen daf3
[ e omess Bt dudo
fiir jedes 8 > 0 konvergiert. Setzen wir zur Abkiirzung
S: S:F(u,v)dvdu = @ (u,v) und daher F(u,v) = @u(w,v),
so folgt durch partielle Integration (9)

S S e—-(/\+8)(u+v) F(u, v>dvdu:e—(>\+5)(m+w)(/)(w, w/) + ()\_*_ 8) S e—()\+8)(u+w/)(p(u’ wl)du
0Jo 0

(4 8) S:e"(“s)(‘””(/)(w, o) dv+ (n + 8)* S:g:e_(”s) 49 0, 0) dvdu
T4 T4+ T+ 1V.

Fiir u+v=w> W gilt nach (17)
L log |pue)| <n+58/2, also |plus) | <etr,

so daB
e | o, v) | <e'§”’.
Hieraus erstens folgt, daB3 bei w + o' =2>W
1| <em ™02 g(w,0) | < e 250 fiir £—oo.

Zweitens hat II fiir £—>o0 einen Grenzwert. Denn, falls » mit £ gegen oo strebt,
w
II=\+29) S e” OO o ) du+ R,
0

WO

]RIé]X_*_B! S;e—()\+8)(u+w/) ICD(M,G),) ldugp\)_*_sl S;e—g-(um») du

28] arng

=<=l)\-+ 5[ S;e-g"duz

Oder, falls @ endlich bleibt; dann fiir > o, R=0 und

[}

IIII g [)\.—FB! S e—-()\+(‘3)(u+w’)

0

P60’ ) | du< [N+ 8|we 37—>0  fiir £—>o0.

Ganz ebenso sich verhalt III. SchlieBlich kann man mit Berticksichtigung des Lemmas
1 beweisen, daB 1V fiir £— co gegen einen Grenzwert strebt, so daB} dasgleiche fiir die
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linke Seite gilt. Also Also 8=\. Ist A= — oo, 5o gilt derselbe Beweis mit jeder beliebigen
negativen Zahl 4 an statt von A, und es folgt 84, also 8= — co. Ist A= + oo, 5o ist die
Aussage 8= trivial.

urv
b) Esseiso>0und @(U,V,s) =S S e " Flu,v)dvduy mit U,V =0
0J0

fiir jedes W= U+ V>0 konvergent”, und demgemaB |@(u, v, s0)| < C, da @(u, v, o) als
Integral in jedem endlichen Gebiet stetig ist, wihrend in jedem unendlichen Gebiet es
noch beschrankt bleibt. Durch partielle Integration erhélt man

’

w!{
o, o', 0)=p(w, )= So S . e e By oYdvdu
=) P, o, 50) — So S e Py, 0, s0)du
1]

lx)/ @ w/
— SOSO e P, v, 50)dv - SQZSO S . e Py, v, s0)dvdu.

Also gilt
[pla,0) | K Ce® + Ce® —e) + C (e —e™?) + C (e — 1) (e — 1)
<4Ce <o+ D2, (8>0)

wenn o+ =& etwas gro = W wird, und 4C<¢*® gilt. Folglich ist auBer dem recht-
winkligem Dreieck mit Nullpunkt als Spitze und gleichen Seiten W, |p(e,o’)| <e®+99,
Hieraus aber ergibt sich

10—g-kif;&)’<so—i—8, also M= sp+ 8 fitr jedes 6>>0.

Mithin X <\ s,. Ist die Konvergenzabszisse #2=0 und endlich, so kann s, jede Zahl >83
bedeuten, und man erhalt A<{A. Fiir S=co ist die Aussage trivial. Ist dagegen B8 <0,
so kann s, jede Zahl > 0 bedeuten, so da3 A <C0 gilt. Esist also allgemein A=< Max
(0,3).

¢) Aus a) und b) ergeben sich die Behauptung ¢) folgendermaBlen: Ist A >0, so
liefert ): 0 <A< Max (0,8). Also kann nicht Max (0,8) = 0, sondern nur = 3 sein.
Aus B\ und A= folgt 8=\

Zusatz 8. Essei AN >01in (17) und F(u,w)= Fi(u) eine Funktion von z allein. Dann
ergeben siech

Swgwe—}‘("”)F(u, v)dvdu= -l»gme"‘“Fl L
0 A Jo

o

5) Oder, mindestens mogen alle Limites schwingend sein.  Also falls beide U,F—~oo streben, so liegt
10 (U,V)] zwissen gewiBe [P1+iQ¢|=C und |Pa+iQ2]|=C fiir das Gebiet U> 2, "> 2. Sonst, dagegen,
liegt eines von U,V z. B, U an endlichen Wert Uj nahe, so gilt das gleiche fiir das Gebiet Uy—e<U< Up+s,
RV —>oc.
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urv U

S S Flu,v)dvdu= VS F(w)du oder 0 (V=0).
0Jo 0

Demzufolge reduziert sich (17) auf

orv R l (U
S SOF(u,v)dvdu = lim - log ]S Filwdu
0 i

U U 0

— 1
fim 5 log

k4

da U/W <1 ist. Alsoistdie positive Konvergenzabszisse des Laplace-IntegralSme”"‘F W(w)du
0
durch

o l (U
(18) Xh[l]{r)g T]-log ‘SoFl(u)du!

gegeben: ey
Satz 9. Unter der Voraussetzung, daBS S F(u,v)dvdu fiir jedes U+ Voo existiert,
0J)0
werde mit U+V=W

=p

(19) Tim L log | S:S:F(u,v)dvdu

W oo

gesetzt. Ist <0, so ist B=p.
Beweis. @) Wenn 8 < 0 ist, so konvergiert das Laplace-Integral fiir s= 0 schon

Sm SmF(u, v)dudv und damit SmSmF(u, v)dvdu = y(w,e’) fiir @,0’ =>0 hat also einen Sinn.
0J0 w Jo’

Uberdies ist yr(u,v)— 0 fiir jedes u+ v =w—>oco, und folglich log |(u,v)|— — oo, s0 daB
gewiB ;=0 sein soll. Ferner folgt es durch partielle Integration

S S e~ B CIEG »ydvdu
cJo
- e‘(#+8)(m+m’)\;ﬂ(w, w/) _ C—(#—'—a)w\!f(@,o) —e” (M+8)m’\!/‘(0’a)/) 1 ,\ry[‘(o, 0)

+ S:(FJ 4+ 5)6'“‘"5)" [e—(u+5)wf 1#@,, a)’) . w(u, 0)] du

+ S"’(,ur 8o~ W o=+ (0, 1) — (0, v) ]
0
+ SwS: (4 8)e” WO+ ey, v) dvdu

0
=I-1II-T+IV4V+VI+VIL

AuBer dem rechtwinkligem Dreieck mit gleichem Schenkel W (passend groB) glit

%log (s, v) | < p+ —g— fir wto=w>W,

also
[, 0) | <e®3°, 5o daB e @ 0% |y, v) | <e ¥ow,
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Hieraus aber folgt, daB
1] <e 250  bei Q=w+o —oco.

Fiir IT dasgleichen falls @ mit £ — oo strebt, oder sonst bleibt als konstant. Ganz ebenso
ist fiir IIL. Das letzte Integral VII fiir » + o' —> oo, also fiir p= 1/w* -+ o/?—>co wegen Satzes
4 hat einen Grenzwert, wihrend fiir V sowie VI noch dieselben wegen Zusatzes (8)
gelten. Daher gilt dasgleiche fiir ihrer Gesamtheit und das Integral

Scogwe‘(“s’(“") Flu,v)dudv

0Jo

existiert. Also ist S=<p.

b) Fs sei ;<0 und @(u,v)= Sugve"s‘(‘””)F(u,v)dvdu bei wuwtv—>co
0Jo
jedesmal limitierbar. Folglich ist das Integral

Yo, )= rr,F(u,v) dvdy = rrles‘ 9@, (u,v)dvdu
sinnlich und durch partielle Integration wie folgt gegeben:

Yo, 0") = [es‘(“’”” D(u, v)]:; —8 S [es‘ @) Py, v)]m,d u

w
—5 S [e“("“’) P(u, 1})] dv +s,° S S eI, v)dvdu.
w” © w J

Da #(w,0’) fiiru,v =0 stetig ist und fiir jedes u + v—> oo limitierbar ist, so ist |@(u,v) |
= C fiir alle u,v20. Also zuniachst wegen s;<0 strebt e"®*?@(y,v) -0 fiir y+v—>00
und demzufolge

Yo, ) =e"“ P (0, 0") + 5 S e ) Py, ) du
o

+SIS e"("”)d)(w,v)dv-l—slzg S e P, v)dvdu,

3

und weiter

Hf(co,co’)]gCeS‘(“’+“')~SIC§ es‘("“'”')du—-leS es‘(“’”)dv—!—slzcg S e I dodu
@ w w Jw’

=4 (e @re)

Deshalb ist fiir @ +o'= 2> W bei §>0, zwar |Jr(e, )] < * und hieraus ergibt sich
'}j log [Yr(w,@)| <s:+8, also p=s;+8 fiir jedes §>0.

Mithin s . Ist die Konvergenzahszisse 8 < 0, so kann s; jede negative Zahl > 8
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bedeuten, und man erhalt ¢ <X3. Mit dem Ergebnis unter ¢) zusammengenommen, liefert
das p=p.
Zusatz 9. Es sei B=p<0in (19) und Flu,v)=¢c*“ "V’ F;(x). Dann gelten

Smgwe"”("*”) Fu,v)dudv= Sme—"”Fl(u) du,
0Jo 0

0

oo oo (n-T)w
S S F(u,v)duduzil“ S Fu(w)du.
» Jo’ '—/J;

@

Folglich reduziert sich (19) auf

1

O P ) = }
R {(M— e’ — log (1 — ) + log HmFl(u)du} }
v
in welche, um den Limes tatsdchlich superior zu machen, es wie @ -—0, sodaB @ ;
o+ w + o

—1 genommen werden soll. Daher ist die negative Konvergenzabszisse vom Laplace-

Integral re"’“‘F 1 (w)du durch

0
(20) p=Tim L 1og| rFl(u)du (<0)
gegeben.

Satz 10. Die Konvergenzabszisse 3 des Laplace-Integrals
Smgwe's(“”) Flu,v)dudv
0J0

bestimmt sich allgemein aus den Zahlen \ und 11 folgendermaBen: Fiir A\>0 ist B =X\, fiir A< 0
ist B=pu, fiir \=01st B=0 oder p. Deswegen soll es 3=0 sein, falls n=p=0.

Beweis. Stellt sich &> 0 heraus, so ist 8=\ nach Satz 8. Ist A< 0, so ist
B=X) <0 nach Satz 8, also 8= nach Satz 9. Ist A =0, so ist 80 nach Satz 8, also
entweder 8=0, oder aber 8 <0, also 8= 2 nach Satz 9. Die Entscheidung kann man

durch die Probe, ob s= /Qi Konvergenz-oder Divergenz-punkt ist, herbeifiihren.

Ersetzt man F(u,v) durch |F(u)|, so erhalt man entsprechende Satze tiber die
Abszisse a der absoluten Konvergenz.

§ 4.

Da die aus Satz 10 bestimmte Abszisse B, lediglich Bo= Max (/3,58") gibt, so
braucht man noch etwaige kleineren Abszisse zu finden. Dazu bildet man mit §>0

S:e-(ﬁ”‘””F(u, ‘U) dv = Fl(u), Sme—(ﬁgi-s)uF(u, v) du = Fg(’l])
0

und sucht nach (18) oder (20) die Konvergenz-Abszisse 7; des Laplace-Integrals
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S:e-vw Flw)dw (=1,2)

aus. Falls v,<<f, ist, so sind die gesuchte Konvergenz-Koordinaten (v1, 30) oder (8o, 7z) .
Dabei keinerwegs kénnen beide 71, v2< B0 sein. Denn, falls beide v, 72 < Bo sind, so sind
Bo—7:=&>0 (i=1,2). Essei z. B. & & und setze man & — &' = & — &' == & > 0 mit
&/ > 0. Dazu hat man nur sie zu wahren, so daf3 0< &' <& und 0< & =& — &+ &
=& —(&—61)<&. Danngilt 8o —&=v,+&—E=7,+& >7;, und folglich soll

STNO—” @+ Py, o) dudv (&> 0)
cJo0

wegen & >0 nach Satz 5 konvergieren, was aber Satzes 8,9 unmoglich sein soll.

Wir wollen schlieBlich einige Beispiele hinzufiigen.

1. Fiir Flu,v)=ev*% ist es ersichtlich 8=1, 8/=0. Sind namlich Rs>1, t=0,
so ergibt sich

1, 0)=S gwe'”‘e“””a’udvzg e""'”"dur(cos v® 17 sin v¥)dv.
0Jo0 V] (4]

Setzt man ferner v=1/0, so erhalt man

cos @+isin 0
f(S,O)— 2(8—1) S _1/9 d@=konst.

Um dasselbe Resultat aus (17) formal zu finden, hat man zu sehen, dafB

vy 14
S S e"”zidvdu:(ev—l)g (cos 2?2 +isin v*)dv=0{(c"),
0Jo (1]

und damit U}};EN i Vlog el =1=p5.

LaBt es sich s >1 aber 0 <R =<1 gelten, so wird

[ RS 15 (cos 0+isin 6)
Ve
[ Joe e taudo = g L5 | e ve

konvergent. Da aber das Integral

®cos @+isind ,,
|, =0y L ao=g@)

fiir ®—c0 endlich und =0 ist, so ist nach (18)

hm g log 18(®)|=0=2"

Also sind die Konvergenz-Koordinaten 8=1, 8'=0.
2. Fir Fu,v)=(1+ui)e*™***** ergibt sich
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v eu WHi__ -2U -y —ov
O(u,v)= - 2U+V{e e _eV(1—e )}
(u,v) SOSOF(u,v)dvdu e ST |
und nach (17)
_ T 2U+V+0(1) _
Jim gryplog 1007 = B S=pms =2

also ist By=Max (8,3 )=2. Um die etwaige kleinere Abszisse zu finden, setzt man mit
s=2+8(8>0)

f(s,t):S:Swe"”"”(l +uid) e i dodu= Swe_”G(v)dv,
0 0
so folgt, daB3
14 Vv
o ﬁl__
SOG(U)dv—— Soe [ + G- w)z]dv

und mit benutzung des zweiten Mittelwertsatzes das letztere Integral gleich ¢” O(1) und
%= 0 wird. Daher wird nach (18)

R et O ‘SV v | _
B = 11,1_12 4 log | OG(v)dv e O(I)I—l.

Tl
= Jim - log

Also sind die Konvergenz-Koordinaten 8=2, 8'=1.

3. Wir betrachten eine Erweiterung eines von Widder® angegebenen merk-
wiirdigen interessanten Beispiels:

f(S»t):g S —Su—ti u+17 Sln eu+vdudv
0

und suchen die Konvergenz-Koordinaten zu finden.

Durch die Koordinaten-Transformation (Rotation): u=§;7l, n= £ % erhalt man
12 12

ok ) ~
f(S,S)Ef@):S S ge‘(s“l)"%’ sin e”2dndé&
0~

= 28:53‘(‘"1)“25 sin e #dE= Sjlog ’;f___in Ldx, (x=e2E).
Also wird der Integrand periodisch, aber doch die Amplitude-Funktion %™ log « (> 0)
an xv=-¢e'"s einen Maximumwert 1/se annimmt, und nachdem monoton wie x7°*% abnimmt,
sofern s>8>>0 ist. Daher konvergiert das letzte Integral fir #s> 0, wic man aus
ihre Darstellung durch unendliche Reihe erkennen kann. Also erhalt man 8= f'=0,
was wegen Symmetrie keine weitere Erniedrigung erlaubt. Jedoch fiir #s>>0 hat man
durch partielle Integration

fo=-9| SFan,

6) D.V. Widder, The Laplace Transform, 1946, p. 58.
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das fiir fs> — 1 noch konvergiert. Daher dient der letztere Ausdruck als die analytische
Fortsetzung iiber den Rand fs=0 hinaus bis auf fs=—1. Weiter erhilt man durch
nochmalige partielle Integration

fl)=—(1—s) sin 1+(1 ——sz)S Slﬁlz"dx,

das fiir s > —2 konvergiert, und f(s) ist noch bis auf fs= —2 fortsetzbar, u.s.w. Also
lautet, dafB3 es in der ganzer Ebene keinen singuliren Puukt der Funktion gibt und f(s)
zwar eine Ganzefunktion ist.

4. SchlieBlich beschaftige ich mich mit ein Beispiel negativer Konvergenzabs-
zissen. Es sei z.B.

F(u, v):um—lvn—le‘ pu—qu—uv mit m>n > 0’ p> q > 0.
Schon ist seiner Integral vorhanden, da

[(m—n)"(n)

O<S S F(u,v)dudv<g mon=le P“dug e (uv)" ' d(uv) = s
gilt, und demgemiB ist 8,8'<0. Da aber die Berechnung aus Formeln bei negativer
Abszisse etwas verwickelt wird, seien es Einfachheit wegen beispielsweise m=2,n=1,
p=2, ¢=1, also wird F(u,v)=ue"*"%*"* und

oo " oo _ B _ _ o0 ~ du
— Lo 28 ,muv=v —_ v @+Vyu G4
A(OV) SUSVue e dvdu=e SUue ]

-V =
__ € -@+V)yU __ —VS —(2+V)u du .
= ——=e e e e

2+V U v+ 1

Mit benutzung des zweiten Mittelwertsatzes erhilt man

(U, V) =e20- UV[ ~ log gl:]l] (0 U< U, < o0),

und daraus wegen (19)

R Tl § — Tim —2U-V-UPV,
p=lim o Vk’g VO] = im —= v
Falls beide U, V —co streben, so wird lim = — oo, withrend bei festes U= uo oder V = v,,
lim = — 1 —uo oder —2 —wy, wo 0 <uo,v0<L > sind. Daher der Limes superior = —1 bei
u=0, also = —1 sein soll. Ferner nimmt man ¢= —1 an, so folgt

= me——su—wue—-zu——v-uvdvdu: me—(s"'z)"(lu: 1 ’
oo . 42

und daraus offentlich 8= —2, 8= —1.

Vielmehr mégen wir ohne Benutzung von Formeln folgendermafBen heuristisch
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fortfahren. Da das Integral Swe,’”‘e"”‘x“‘1 dx mit ¢ >0, 5>0 fir {s> —b konvergiert
0

aber fiir Rs< —b divergiert, so ist sciner Konvergenzabszisse 8= —b. In unseren Falle

zwar konvergiert das Laplace-Integral fiir s=t= —g¢, weil

oo (P oo
S S eq(u,+v) e—pu—qv—uvum—lvn—ldudv
0Jo

= Swu"""—le““’"q)"du Swe_'“’(uv)"'ld(uv) = E(m—_%@
0 0 (r—9
ist, aber das fiir s=1t< — ¢ —r (+r > 0) divergiert, also Bo=Max B,B)Y=—q.

Setzt man fiir t = — ¢ + 8(8>0)

fls,t)= S:S:e""”’”F(u, vydudv= S:e”“‘ Glu)du

Glu) = S:e"‘”F(u, v)dv,

so gilt

I'(mu™ e ",

— - (g—8)z 73 = -~ m~1,n-=1 - pu—8v—uv —_
G(u)—goe Flu,v)dv Sou v le dv Gt

und daraus folgt

m~1

— ==/ . ~(s+pu U
s, —q+9) I(n)Soe s

dessen Konvergenzabszisse gefunden zu werden braucht. Es ist nun evident, daB das

letztere Integral konvergiert oder divergiert, jenachdem R s> oder < —pist. Daher

B= —p, B'= —q, was eben zu finden war.



