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AUFGABEN BETREFFEND DAS TRRFAHRTPROBLEM

Von
Yoshikatsu WATANABE

(Eingegangen am 30 September, 1955)

Poélya handelt, in seiner interessante Arbeit ,,Uber eine Aufgabe der Wahrschein-
lichkeitsrechnung betreffend die Irrfahrt im StraBennetz”, Math. Ann. 84 (1921),
S. 141-160, von der Wahrscheinlichkeit 2,, dafiir, daB3 der im d-dimensionalen
Geradennetz herumwandernde Punkt, welcher zur Zeit =0 im Anfangspunkt des
Koordinatensystems sein Irrfahrt beginnt mit der Geschwindigkeit 1 und jedem
Zeitpunkt ¢=0, 1, 2, ... mit der Wahrscheinlichkeit 1/2d fiir eine der d-Koordinaten-
axen parallelen 2d Richtungen sich entscheidet, innerhalb der Zeitspann 0<t< 2n
mindestens einmal wieder den Anfangspunkt zuriickkehrt. Offenbar wachst £, mit
n, und zwar strebt es gegen 1 fiir n— oo bei d=1 oder d=2, wihrend dagegen beil
d =3, gegen eine Bruchzahl <1, und also der Wanderer gewiBl ins Unendliche
entgeht. Also stellt der wesentliche Unterschied sich beim Ubergang von der Ebene
zu dem dreidimensionalen Raum ein. Jetzt betrachte ich drei betreffende Aufgaben:
Wie ist es beschaffen, 1. wenn das ebene Straflennetz, an statt von Rechtkreuzung,
sich sechswinklig konstruirt, so daf3 nun eine vom Zufall geleitete Entscheidung
unter 6 gleichméglichen Richtungen fallt? ¥ 2. Oder, fiir zwei parallele ebene ahn-
liche StraBennetze, die durch Elevator in jedem Kreuz kombiniert werden, so daB3
5 Richtungen gleichméglich sind? 3. SchlieBlich fiir den Fall, daB auBer Beweg-
ungen an 2d-gleichmoglichen Richtungen noch die Ruhesitzung in demselben Punkt

wihrend néchster Zeiteinheit ebenso auch wahrscheinlich ist ?

§ 1.

Wir stellen uns ein hexagonales (dreieckiges) StraBennetz, und dreilineare «-,
- und 7- Koordinatenachsen (Fig 1), O, die Ausgangsstelle des Wanderers als
Anfangspunkt des Koordinatensystems vor. Die gew6hnlichen obliquen Koordina-

ten jedes Knotenpunktes M, d.h. Punktes mit ganzzahligen Koordinaten, mégen

1) Dies wird schon von A. Dvoretzky und P. Erdés gefragt und ohne Beweis antwortet: Some
Problems on Random Walk in Space, Proceedings of the Second Berkeley Symposium on Mathematical
Statistics and Probability, held at the statistical laboratory, Department of Mathematics, University
of California, 1951, p.367. Auch fiir #hnliches hexagonales StraBennetz aber mit nur einseitigem
Wege ist geldst von R.Sherman Lehman: A Problem on Random Walk, ditto, p. 263.
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entweder durch (ay, B;) in bezug auf a-, B-Achsen,
dabei v-Achse verlassen ist, oder gleicherweise durch
(Bus Va), oder abermals durch (7vs, ag) angegeben wer-

den. Wenn der Wanderer an jedem neuen Knoten-
\ /\/)\/\/\/\7 punkt angelangt, soll er sich mit der Wahrscheinlich-
A /\/\/\/V keit 1/6 fiir eine der mdglichen 6 Richtungen entsch-
VA eiden.

Es seien p, ¢ und r die Langen der auf je a-, 8-,
und v-Achse gafillten Lote, deren Vorzeichen folgen-

dermafen bestimmt werden soll.
Angenommen die Reihenfolge aBva, halbiert z.B. volle a-Achse die ganze
Ebene zu zwei Halbebenen, deren eine zwar positive B-Achse enthdlt und hier

p >0 sei, wihrend die andere aber negative 3-Achse enthilt und dort p <0, usw.

Damit erhilt man
2 2 2
1'/?[) - 18‘)' = ’YS, :l_/g_q = Ym - —a‘/’ 73 T aﬁ - IBM.

Es ist aber p+¢+r=0 und mithin ag+B,+7,=0. Also, obgleich dreilineare Koor-
dinaten eines Punktes durch («g, B,, Ye)—oder, kurz als («, 3, v)—gegeben werden
mogen, konnen sie durch je zwei von «, B3, 7, schon urteilt werden. Danach sind
die zu («, B, v) nichstliegenden Knotenpunkte nicht (a=+1, 8, 7), (o, B%1,7), -,

sondern eben
(1) (a+1, B,vF1), (a, Bx1l,vF1) und (axl, BFI1,7);

insbesondere sind die Nachbarspunkte zu O(0, 0, 0) zwar (+1, 0, F1), (0, =1, F¥1)
und (+1, F1,0).

Wir betrachten einen Wanderer, der zur Zeit :=0 von O aus anbrechend auf
der oben beschreibenen Weise im hexagonalen StraBennetz herumirrt. Die Wahrsch-
einlichkeit dafiir, daB} im Zeitpunkt t=m der Wanderer im Knotenpunkt («a, 3, )
sich findet, sei mit P.(«, B,7) bezeichnet. Dann ist 6™P,(a, B, ¥) die Anzahl simt-
licher Zickzackwege im Netz, die aus m Stiicken von der Lange 1 zusammengesetzt

ist und vom Punkt (0, 0, 0) zum Punkt («, B, v) fiihrt. Daher ist
6
@) 6" Pr(a, B8, v) = 256" P (s, B3, 7)),

die Summe iiber die zu («, B, ¥) niachstliegenden 6, Punkte (o, 8], 7)) erstreckt.
Die Wabhrscheinlichkeit 148t sich mittels dreifaches Integrals durch
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3 Pu(a, B, 7) = Pu(a, B8)

—¢ it_)_ S SS (COS(g)1 —p3)+ cos((pg— @3) + cos(p, — (,/)2)>”‘

exp {ict(p, — @s) + iB(po— 3)} dp, dpy deps

darstellen, wobei das Integrationsgebiet aus einem Wiirfel W:0<Lgp, <27, (k=
1, 2, 3) besteht.

Beweis. Bei m=0 ist es klar, da nach Anfangsbedingung P,(0,0)=1 so wie
Py(at, B)=0 fiir (&, B)=%(0, 0) sind. Wenn (3) bei ¢=m gilt, so ist auch (3) richtig
bei t=m+ 1. Denn, wegen (2) entsteht die Rekursionsformel P,..(a, B, 7)=
é—EP,,,(a’, B, v), worin fur («/, B, v) die Werte (1) eingesetzt, sodann nach (3) bei
t=m berechnet, die resultierende Summe mit (3) fiir t=m+1 iibereinkommt. Also

ist der Beweis vollstandig geleistet. Insbesondere gilt

(4) P(0, 0, 0)=P.(0, 0)

=3 ir i SS S [%(cos((p1 — @3) + cos(gp, — ps) + cos(p, — %))] md<}’1d¢2d9’93-

4
Fir m=1 ist notwendig P,(0,0)=0, jedoch wird fiir jedes ganzzahliges m=2
zwar P,(0,0)>0, was bei gerades m aus (4) klar ist, wihrend bei ungerades m
wegen (2) auch giltig.”
Wir werden nun P,(0, 0) fiir groBes m abschitzen, und dazu den Integrand in

(3) nach absoluten Betrage

m

©) { {l)f (COS (p1— @s) + cos (p2—@s)+ cos (p1— 712))

erwbgen. Dies erreicht sein Maximum 1 lings Diagonales D des Wiirfels W: ¢, =
@.=@s. Uberdies erlangt (5) auch sein Maximum 1 bei am Ende von D nicht
liegenden 6 Sheiteln. Es seien ¥ das rechtwinklige Prism, D als Achse mit Quadrat-
basis der Kantenlange 2a, und W;(j=1,2, ..., 6), die kleine Wiirfel mit Kantenlinge
a, je habende gemeine Scheitel mit . Im Bereich U=W—V —23W; hat der Ausdruck
(5) eine obere Grenz p(<1), und demnach geht das tiber U erstreckte Integral J

unten 0(p"‘)=0<n+v) mit beliebig groBles N bei m->oo nieder. Um die iitber ¥V

und W; erstreckte Integrale zu berechnen, transformiere man die rechtwinklige

Koordinaten (@;, @5, @s) in neue rechtwinklige Koordinaten (yry, ry, \rs), wie etwa

2)  Es ist anschaulich ersichtlich, daB z.B. P,(1, —1,0)>0 fiir jedes m>1 ist. Denn, es briche der
Wanderer zur Zeit t=0 vom Punkt (1, —1,0) auf, und irre nur ldngs des Perimeters des Hexagon mit
Mittelpunkt 0(0,0,0) bis zur Zeit t=m—1 herum, alsdann ging zu O. Der umkehrte Zigzagweg gilt
eben denjenigen der ausgehend von O und zur Zeit t=m am Punkt (1, —1,0) erlangt, und also ist
gewiB P,(1, —1,0)>0. Daraus aber folgt, daB P,(0,0,0)>0 fiir jedes m=2.
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1 1 1
— — =Yyt et s,
N /9 s 76 Yra 3 rs
2y + /
2 = —_ ;\I’z \ )
7 V6 ! V3 N pupaps) _ 1

mit Jakobien =

o 1 1 1 8(‘1"1”;”29‘!’3) -
R A A e

Infolgedessen ergibt sich

1 + + 9 m
Jr = (2n)3§ SS [COS((pl (p2> COS(@% @3) COS(@l )] dprdepydeps
v

- 8711382”V3d«lf38a ga [é<CoS;jm+COS Gl 1/3‘1’”2+cosllrI 1/3\#2>] Dl

0 -aJ-a

Dabei wird etwaig am Ende sich erhebender Fehler = 0(a®) und folglich —0 bei
a—>0. Setzt man ferner \n,=t;/y/m (k=1,2), so gilt asymptotisch bei geniigend

groBem m
/3 S e g a[ 1 26 i+ /3t bh— 1/3t2> "t dtn
A S _“a AR 2 N At it A
Jr = 472 J_pima) —ymal 3 (\COS v 2m +cos v 9m o V' om ] m
~ V3~ (" . {_ﬁ_ﬂtz} ~ v3 ¥
:4m7;?: . —wekp 2 2 dtldt;g: 2]7;[.

Ich habe noch die Beitragen aus J¥; zu abschitzen. Z.B. mache ich fiir ;:
27 —a<p<2m, 0<p,<a, 0<p3<a, die Transformation

51:275‘*‘1/}_3‘!’1, 52:“277‘*‘1/6‘!’2, 532_275+1/3‘[f3-

so ergeben sich 0<&; <2a, —3a<§,<a, —a<E3<2a, mti Jakobien= 3%9')— =
a(‘!’b '\Ifz, ‘lfs)

und gilt

N NI T

was durch nochmalige Ersetzung &.=#/1/m (k=1,2) bei m—»> oo

~_a (=" 3 _ 4
= 167°m S_WSO “xp {‘ 4 4 }dtldt‘): 81/3”!“m

wird, und dgl. fiir andre #;. Da aber a beliebig klein gemacht werden kann.” so
kommt

3) Vgl. dazu Y. Watanabe und Y. Ichijo, (Uber die Laplacesche asymptotische Formel fiir das
Integrale von Potenz mit groBen Indexe, dieses Journ. S. 63.

4 Wir wollen am Ende den SchluB ziehen, daB 3 P,,(0,0,0)=co, wofiir Abschdtzung (6) bereits
genug thut, geschweige denn dazu Hinzusetzung der nicht negativen Jw j, wie beschaffen es seien, je
mehr divergieren 1iBt.
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(6) P,,,,(O, O: O) = Q

= 9mm’

Obwoll dies etwas verschieden von Pdlyasche Resultaten P.,(0, 0)= nl~r’ Ps,+1(0,0)=0

scheint, doch divergiert gleichviel gegenwéartige Reihe 31P,(0, 0) und stimmt weiterer
Schluf3 mit Pdélyaschem iiberein.”  Seien namlich, £, die Wahrscheinlichkeit dafiir,
daB der Wanderer innerhalb der Zeitspann 0<t=<{n den Anfangspunkt zuriickkehrt,
und @, bei 0<m=<n, die Wahrscheinlichkeiten dafiir, daB3 der Wanderer erstemals

in t=m den Anfangspunkt zurtickkehrt, so gilt

(7) "Qn = Z a)nu
m=1
wihrend P,(0, 0. 0) nichts anders als der Koeffizient von z in die Entwickelung des
Bruches (1 —w;z—wez— ---)7" ist, und deswegen lautet
(8) f(z)E 1 - i(gmz’”: < 'D '1’ S
b m=1 Z’Pm(os 09 O)/::m

Daraus aber folgt f(1—0)=0 und i] w, =1, wenn >P,(0, 0, 0)= oo,
m=1

§ 2.

Ich lege mir zwei parallele Kreuzformige Pdlyasche StraBennctz tiber, deren
ein auf Ebene z=0, aber das andere auf Ebene z=1 gebaut, und entsprechende
Kreuzpunkte durch Elevator verbindet worden sind, so daB an jedem Knotenpunkte
5 Richtungen deren vier horizontale Kreuzen und eine vertikales Auf- oder Abgehen
sind, aufs Geratwohl ausgewihlt werden konnen. Fiir solches StraBennctz ist die
betreffende Wahrscheinlichkeit P,.(x, y, z), die ebenso als (1.3) definiert ist, in fol-
gendermaBen dargestellt:

3z/2
1 Sg S <.‘2c05q3 + 2cosyr + cosd + isiné))”‘
) .

(1) P.(x, v, z) = = :

exp{—ixp—iyy—iz0}dpa\rde,
wobei x und y irgend ganze Zahlen, aber z=0 oder 1 bedeuten. Nach Anfangs-
bedingung sind Py(0, 0, 0)=1 und Py(x,y,z)=0 bei (x,y,z)==(0,0,0), wofiir (1)
cben richtig bestehen.  Allgemein kann (1) mit hilfe der zu (1.2) gleichartigen

Rekursionsformel
IS
P (x, y, 2) = 5 23 Puca (0, ', &/
durch vollstandige Induktion bewiesen werden.

5 Siche Pdlya, l.c. S.156.
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Nun will ich P,(0, 0, 0) fur geniigend groBes m ausrechnen. Bei ungerades m

ist ersichtlich
(2) P2n+1 (O, 0, 0) = O,

wihrend fiir gerades m=2n

3m/2
( /2cosp +2cosyr + cosd +ising >
S\S < : ) dpdypdo

(3) P2, (0,0, 0) = (2/ L

gilt. Da aber die GroBe

i 2cos @ +2cosyr+ cos@+isind
| 5

fiir p=+r=0=0 oder = innerhalb des ganzen Integrationsgebietes W ihre Maxmum
1 erreicht, so betragt
R=Zp<l in W—-Wo—-W,=1U,

wobei W, und W, zwel oftenen Wiirfel mit jede Mittelpunkt (0,0, 0), (=, =, )
von der Kantenldnge 2a (0<<a<1) bedeuten. Damit wird

il <e=0 ()

iibergezeugt. Anderseits ist der Beitrage aus W,

a

1 1 r diydtadt
- 1 9 h 3 i3 R:N 1Ql2013
Sjg 78 gjg[ ( Cos 1/n-i—Q(*os 1/n-!—cos 1/n +isin 1/n>] Vo
(p=t/vn, y=1t/vn, 0=t/y/n)

~ 1 f{ 23 + 215 +23 its < 1 ) e
=87r3n1/72'§“[1 10n t5 57/n +0 ] de, dtz dts.

—y'na

Darin gilt der Integrand

; o {1 2EH 2548 ity )
exp [Qn log {1 T0m 51/n +0<—- ]

2 ()2 2 o
= exp {— 2_1:1-{—:)#—{43 + %/n —I—O(l)}

fiir n—>oo. Hiermit erhilt man

o 1 . _2ti’+2t§} S ,{_};‘ 2 /_}
S‘VSS:W{SSCKP{ 5 durdtz _Vﬁaekp 5 + 5t31 ndts

I ex _ 5 [COSQt /n +isin& tl/n]dt
S Xp 5 53y 3 3y

1672 )-,7a

l12

und derselbe gilt fir W, und daraus folgt
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~_ D ([ _ t§} 2 _
(4) .Pzn (0, 0, O) — 47_[271_1/;1 So EXp { 3'- COS 3 i3 1/72 dt3

== —o-a

worin, wie funktionentheoretisch ermittelt werden kann,

5\ _»
(1) = <*>2 e”s fiir n— oo,
nmw
In bezug auf (ii) setze ich g tsy/n =t¢, so dann hervorgeht bei pm — %—égg‘}<
pr+ jf;*
1/5 V{7 (52
| (D)< 2 <2n7r> ,S:zna/scxp{ 4nf €08 tdt}
1/ 5 \2(pn+mi? 5t2} |

A el o J O

=9 (27”{) Sm_ﬂ/zexp{ 4n [ |COS? dt

Bl 2]

e 4n\P 2

~ 25 _{ na® 25

= gn2z C*P { *S’ﬁ} = 8n2m*
Daher

" 5\3 25
(%) Por(0,0,0) < (2 ) 4 goa s
womit, gewihlt passend groBes no=no(€),
P00 0SS (2 52 <o
n=ng n > zn:nu nrw n=n08n27t ’

und damit ist die Konvergenz der Reihe >]P.,(0,0,0) schon gesichert worden.
n=1

Daraus aber folgt, daB die Reihe (1.8) bei z—1—0 gegen gewiBes positives Bruch

<1 konvergiert, und folglich aus (1.7) lim £, unter gewiBem Bruch <1 Dbleibt.

n—eo

Also tritt wesentlicher Unterschied, was sich beim ﬁbergang von der Ebene zum
dreidimensionalen Raum einstellt, schon beim ebenen Straflennetz, das durch nur

eine unterirdishe StraBe erweitert ist, auf.
§ 3.

Y. Hayashi befragte mir miindlich, ob das Auf- oder Abgehen bei unterirdish
erstreckte StraBennetz etwas gleichgiiltig gegen die Ruhesitzung an demselben Punkt
in einfache StraBennetze sei. Diese Frage ist bemerkenswiirdig, aber die Beant-

wortung ist nein.
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Es seien ¢ die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB der auf den d-dimensionalen ge-
radennetz herumwandernde Punkt an jedem ganzzahligen Zeitpunkte ¢=m sich im
Ruhe in denselben Punkt wihrend nichsten Zeiteinheit 1aBt, und p/2d mit p=1—¢q
dic Wahrscheinlichkeit dafiir, daB der Punkt sich langs einer der gleichmiflig mog-
lichen 2d Richtungen bewegt. Offenbar ist in diesem Falle P,(0, ..., 0)>0 f{ir jedes

ganze m, also schon verschieden als (2.2). Im allgemeinen gilt
.y 1 g p d‘ m i d‘
(1) Pulry, e, ooy x0) = (2/7)’%&-'8[3*%@05 Py + g] CXp[—Lv%]x‘,(])«,]d(pl(l(/)g-ndq)d,

dessen Integral tiber den Wiirfel 7 —a<gp, <27—«a (v=1,2, ..., d) erstreckt ist,
dabei sei 0<a<w, so daB 0(0,0,...,0) ein innere Punkt des ¥ ist. Denn, bei
m=0 ist Py(0, 0, ---, 0)=1 nach Anfangsbedingung, und fiir (x;, xs, ---, x4) F(0,0-.-,0)

besteht

P()(:‘h'la Y x()) - (QL)JSS"'SCXP {_L.Exv(/)y} (l(/)l 000 d(/-')d = O'

Also ist (1) bei m=0 Dbereits wahr, und aus der Richtigkeit fir m folgt sie fur

m+1, da nach der Rekursionsformel
) p d
Pm+] (.\'1, A ﬁ'd) = ‘)d 2‘]|Pm (xla cery Xy + I, ) x(l) S ([Pm (xls Tty xd)s
2d =

dessen rechten Scite durch Einsetzung von (1)

] - p 11‘ m (I‘ l) o i
=) (G Zcospra) [ S rerm 4]

exp [ =i 21wy Jdpdeps - dopy
v

p zl‘ m+1 . \
— (QL)JSSWS <d v%, cos @, + g> exp [—-z}v_Jx\,(/)v] dopy - dopy

liefert. Insbesondere

1

" p \ll‘ m
2) P.(0,0,..,0 = (2”)4“.,.8 (fl_v‘:_i' cos ¢, + g> dpy - dopa,

das abschiitzt zu werden braucht. Um das Maximum des Integrandes nach absolute
d
Betrage zu ausfinden, betrachte man Y= %‘Z_}COS @+ ¢, und setze Ableitungen

gg} = %sin P=0 (v=1,2,...,d), so dann werden ¢, =0, = erhalt. Tatsichlich
erreicht Y den maximale Wert 1 bei alle ¢, =0 wihrend fiir alle p,=# nicht so,
da |g—p/d| <1 ist, und dgl. wenn ¢,=0, @,== gleichzeitig stattfinden. Somit
erhalten wir nur einzige maximale Punkt O(0, 0, --., 0), sofern g==0 ist.

Es sei Wy offener Wiirfel von der Kantenldnge 2q, O als Mittelpunkt. In das

abgeschossene Gebiet W —Wo,=F hat Y ein bestimmtes Maximum p (0<p<1) und
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der von diesem Gebiet herrithende Teil des Integrales (2) ist <pm, also wird
o< n%> und vernachlassighbar. Daher braucht man nur iber W, erstreckter Teil

Jw, des Integrales (2) zu betrachten. Dies ist

=a

1 14 d m . s,
Jw, = WSSS<E~§ cos (py-}—g) dp, - dpg (¢, — 75)
Py=—a

aVv'm

. iy
= @;?;Z?SS..'SCXP m log [*S‘Zcos m + q] dty --- dtg.

—ay'm

Es ist aber der Exponent im Integrande bei geniigend groBes m

d 2 ;
exp {mlog [ 33(1-57 ) + 2+ (7))
' - 1
= exp {m log [l — Zlnz',,zl 2+ 0(;;>]}
~ p d 2
Daraus 148t sich zeigen

- 1 d (e P 2} _ d \¢
JWD=(2771/77i)dv{I18—wexp{_ 9% tyr dt, = (_27rmp>2’

und also entsteht fiir m— oo

d d
~~ 2]
®) Pa (0,0, 0= (g2 ).

Die oben gestellte Hayashis Frage entspricht zum besonderen Falle, daBl d=2,

q= }3, p= % und darauf

(4) P, (Os 0) =

gegeniiber (2.5) antwortet.
Pélyasche Resultat war

~ _—dv‘ d[2
Pm(07 01"‘5 O):2<4:n7t> Oder 0

je nach dem m=2n oder 2n—1, so daf3 durchschnittlich

dA . al2
<§;m> ’

was etwas kleiner als obiges (8) ist. Also ist die Gelegenheit des Zuriickkehren
mit der Hinzufiigung des Ruhezustandes ein wening vermehrt. Da aber die
Konvergenzeigenschaft der Reihe >1P, so beschaffen wie Pélyasche ist, bleibt Pélya-

sche SchluB durchaus unverinderlich, ob die Ruhesitzung stattfinde oder nicht.



