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In meiner vorstehenden Note ,Eine Verallgemeinerung des Abelschen
Limitierungsverfahren bei Integralen® ist nichts in bezug auf seiner Vertrig-
lichkeitsbedingung erreicht. Es scheint zwar wertvoll die Bedingungen zu
entscheiden, worunter aus dem Vorhandensein eines von beiden Limes, A und
A, dasjenige des anderes gefolgert werden kann. Da aber dies mir noch nicht
gelungen ist®, soll in der vorliegenden Note nur die Vertrdglichkeit zwischen
gewissermafen erweiterten Cesaroschen und Abelschen Limitierungsverfahren

behandelt werden.

D Es sei ¢(x,u) der Kern der Transformation welche gewohnliches A-Mittel auf unser
verallgemeinertes A-Mittel fiihrt, also
i du (> v ~ 1{= § g ,
Sw(p(x, 14)78aexp ( u)s(v)dszSanp "= g (ws@dv,
wobei g(x) irgendeine gegebene monoton zunehmende positive Funktion mit g(e)=oc bedeutet,
und das Zeichen =< die fir geniigend grofles x asymptotish bestehende Gleichheit meint. Dann

bekommen wir eine Integralgleichung :

SZ@(x, ) exp (—5)%%% exp {—%v)}g’(v) 5

woraus die unbekante Funktion, ¢(x, #) gefunden werden soll. Aber diese Integralgleichung hat

eine ganz verschiedene Gestalt als klassische, und also gehort zu weder Volterraschem noch Fred-

holmschem Typus. Aber doch die hier eingefiihrte Integralgleichung ist keineswegs sinnlos. Ist
@ - 1 v

z.B. g(v)=wv, so lautet S o(x, u)e v %u%;e z . Setzt man etwa @(x,2)=0 bel w<u<x—1 und
(&)

o(x, 1) =;—l bei x —1<u<"x voraus, so erhilt man mit Benutzung des zweiten Mittelwertsatzes fiir

grofies x

2

S” V ~du _LSS du _LS”du 1 >

= e u—=g z-1 —te = —=—e w.

] -1 £ z-1 ¥ £ X 23

Also geniigt oben vorausgesetztes ¢(a, #) asymptotisch der Integralgleichung, und sogar soge-
z

nanaten Toeplitzschen Bedingungen, da sowohl S @(x, u)du=1, als @(x, u)=0 fiir x— oo stattfinden.
(o]

Allgemeiner, multipliziert man beide Seite mit »» und integriert von a(=0) bis o, so erhilt man
z oo
S w'Q(x, Wdu = — S v"d exp <—£S})) =p,, (2=0,1,2,-)
® 0

Hiermit hat man sog. Hausdorff-Hamburgersches Moment-Problem zu auflGsen.
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§1. Man definiere neues Cesarosches Mittel durch

(1) Costa= s [Ta@-g@Fstig e (6>>0)

= j: [1 — g%g]ks’(u) du P

worin die Funktion g(x) positiv, monoton wachsend, gegen co fiir x —occ
strebend, und zweimal differenzierbar ist, dabei allgemein 0 < g'(x)< o bleibt,
aber sonst im Falle g’(¢) = oo doch lmlgl xg'(x)< o0, also a=0, g’(x)———O(%)
fiir x—0 sein soll. Jedoch darf g(x) sogenannt stiickweise glatt sein, oder
sogar Spriinge machen®. Wenn es abzihlbar unendlich vielen Sprungsstellen
geben, so braucht man das Integral nur im Lebesgueschen Sinne zu verstehen.
Fiir g(x) = x stimmt unser C,-s(x) mit tibriches Cesarosches Mittel C,-s(x)
tiberein. Nun soll die Vertrdglichkeit

(2) <lim Cos(x) = z) o <nm C,-s(x) = z>
untersucht werden. Da es bei gebrochenes k etwas verwickelt ist, so beschéftige

ich mich nur mit dem Falle £=1, d.h. dem arithmetischen Mittel.

Es sei ¢(x,u#), der Kern der Transformation, wodurch C,-s(x) auf
C,-s(x) transformiert werde:

S:(P(x, u) ‘% S:S(v)dv — S’”s(v)dv S (%, u) du
g(x) S s(0)g'(v)dv  bei x—co.

Daraus 1483t sich zeigen, daB

(3) [or B =€),

Differenziert man partiell nach », so kommt

2) Wenn man das Integral als Stieltjesch verstehe, so tritte die unendliche Reihe s(n) =>y={a,.
z

auf. Oder diirfe fiir das Integral s(x)=S f(w)du auch g(u) als Stufenfunktion angenommen werden;
a

Jedoch miisse alsdann das Argument unten etwas umgeschriebt werdep.

3 Z.B. sei g(x)=,/% fiir 0< a1, sei g(x)=5 fiir 1<x<(10 und sei g(a)== fiir 10 aleo.
Werp der C;-s(x)-Limes existiert, welcher, ohne Allgemeinheit zu verloren, als 0 vorausgesetzt
werden kann, so ist bekanntlich s/(x)=0(x). Daher gilt fiir geniigend grofies x

Ci-g(x)-s(x) = S(l) (1 —’/T;)s’ (w)du+ S (1 - )s’ (w)du+ S (1 —*)S’ (n)du

~ 5(x)+0 (%) - % S?Ous’(u)dugcl-s(x) .
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_olx, ) _ g") )~ 28"(0)
(4) q)T:gZW, dh. @(x, v) =~ 20r)

Wird aber dies in (3) eingesetzt, so ergibt sich

8'"v) 4, — &'@) _g'(x)
S -\ =5
Sind (3) und (5) asymptotisch gleichwertig, so muB
g'x) _ . o
(6) 200 o(1) fir =«

bestehen. Ersetzt man nun anstatt (4)

_vg"(v) , g'(x)
(7) Vi 0= g(x) g(r)

so strebt wegen (6) J(x,2)— 0 fiir ¥ — co bei festes ». Ferner gilt

n _ g'(x) "
j (%, 0)dv = (x—a) 50 g(x)s vg'"(v)dv
1

= tla—0r @ —sg @ ez gtr—g@f ~1

flir x — co, infolge der zu g(x) gemachten Voraussetzung und (6) wegen.
Man kann sogar erweisen, daf}

{1y, oldo < K

entsteht, wenn schlieBlich (etwa fiir x > x,) g''(v) < 0 ist, oder sonst schlieBlich
g'"(v) = 0 und xg’(x)/g(x) beschrinkt bleibt. Deshalb bestehen alle sidmtlich
unter folgenden Bedingungen :

(8) Himxg'(x)/g(x)< oo,
(9) die Anzahl des Zeichenwechsel von g'(x) = endlich®.

Unter Bedingungen (8), (9) liefert also «(x, #) gewiB3 eine Toeplitzsche
(konvergenzerhaltende) Transformation. Ist daher s(x) etwa C,-limitierbar
zum Wert /, so stimmt auch

(10) Sx«p(x, w)Cy-s(w)du —1  fiir x—co.

Andererseits ist

4 Ich ziehe in Zweifel, daz zwischen (8) und (9) es etwaige Beziehung geben und folglich
von einander nicht unabhingig sein mogen. Z. B. falls lim xg/(x)/g(x) =p=:l vorhanden ist, und
x>

iiberdies die Umkehrung des 1’ Hospitalsch Regel zulzssig ist (was aber manchmal fehlt, vgl. dazu
2 2 Beispiel 18), so hat man lim [g(x)+xg”(x)]/ g(x) =p, woraus xg”(x)/g(x)—p—1=0 folgt und
deswegen g”(x) sein Zeichen schlieRlich bewahren soll.
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(11) Sx«]f(x, u)@ Sus(v)dv = rs(v)dv j:qf(x, u)a%
(x) *s(0)g'(0) do— xg('%) [% S:s(v)dv — S:s(v) log %dﬂ] .

Das erste Integral in der rechten Seite ist nichts anderes als gewiinschte
C,-g(x)-s(x), wihrend zwei Integrale in der eckigen Krammer eben C;-s(x)
bezw. Holdersche Mittel H,-s(x) sind, somit einander gleich werden, falls
der C,-Limes existiert. Also folgt aus Vorhandensein des C,-Limes unter
Bedingung (8), daB Ausdruck (11) gegen den C,-g(x)-Limes fir x— oo
strebt. Dies mit (10) zusammengesetzt, kann man schliefen, daR} der obere

Ubergang — in (2) alsdann zuldssig ist, und formulieren den

Satz 1. Die Funktion g(x) sei im ganzen Integrationsintervalle ¢ < x < oo
erkldrt, und dort positiv, monoton gegen oo wachsend, und ferner zweimal
differenzierbar, dabei llfg g'(x)/g(x)=0 und durchaus g’(x) <0 gelte, oder
sonst xg'(x)/g(x) beschridnkt bleibe, und im allgemeinen g'/(x) schlieflich sein
Zeichen bewahre. Dann kann man stets das Vorhandensein des C,-g(x)-s(x)
behaupten, sobald C,-s(x) existiert.

§ 2. Beispielsweise schreibe ich folgende Tabelle manches g(x). Man
kann leicht sich iiberzeugen, daB fiir jedes von (1) bis (9) Satz 1 gilt.

Nr. |pRfangs- g /(%) | Tim xg?(2)/ (%)
1 0 x¢(c>0) cxt—1 c
2 1 log x 1/x 0
3 e log log x 1/x log x 0
4 1 x log x 1+log x 1
15§ 0 a[1-exp(—x2)] 14+(2x2—1) exp ( —a2) 1
6 0 x¢ exp( —1/x) g(x)(1+cx)/x2 c
7 0 x¢ exp(14x)-1 g(x)[cx—1-(x+1)—2] c
8 0 log cosh x tanh x 1
9 0 x tan—lx tan—lx4x/(1422) 1
10 — oo &% i o
11 — o exp(exp x) e® exp (exp x) oo
12 1 xlogz 2xl08 v log x/x o
13 1 (log x)* g(x)[log log x+1/log x] oo
14 1 (log x)log = g(x)[loglog x+1]/x )
15 0 e*[5 — (cos 2x+2 sin 2x) ] 10e” sin2 x lim=0, lim=eo

In Absicht der Erlduterung fiige ich noch einige Beispiele hinzu.
16. Es sei '

gxX)=2"x + S :ﬁj‘udu+ So(x-—u)lsir%udu (a=0).
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Hier ist g(x)— oo fiir x — oo, da bekanntlich

\
c(xy _ Scos Jn fir x - 0o

s(x) 7 Josin Ty
und demnach
i — |7
So(x—u)s’(u) du = xC-s(x) = \/7 x

strebt. Ferner gilt

g'(x) = 1:-/(:25 X Sosingudu>0’

1+cos x
e —
und g'(x)= %5 0
so daB g(x) gewiB monoton zunimmt. Obgleich g'(x)— oo fir x—0 ist,
jedoch ist Iim x2g'(x)=0. Weiter
xg’(x) _V x(14cos x)+x7/2 1
g(x) 22+l + )y 7/2

Fiir dieses g(x) ist also Satz 1 giiltig.
17. Folgendes Beispiel zeigt, daB das Bestehen von Bedingung (9)

flir x—co.

ausnahmsweise nicht notwendig ist. Es sei g'"(x)= sin ¥ =0, so daB
' sinv T N — ' ~ T xg '(x) -
g'(x)= S ’ = Zdv— 5 glx)= Sog (0)dv = 2C,-g'(x) = 2 » () 1 fir

% — oo streben, und deswegen etwa fiir x >ux,, g'(x) <=, g(x) > (%—-1>x
gehalten werden. Daraus folgt fiir o > %,

[, )1 do =

=g < L7 <k,

—2—_‘1

wahrend natiirlich Sw]«p(x, v)|dv <K' ist. Also bleibt Sw]«p(x, v)|dv noch
beschrinkt, damit die(;es (%, v) sicher eine Toeplitzsche T r;nsformation her-
stellt. Mit solches g(x) steht Satz 1 doch fest.

18. Bei folgendes Beispiel nebst immer wechselndem sg g’’(x) wird
Satz 1 allerdings unannehmber. Gegeben sei g(x¥)=x+sinx, so daB
g'(x)=14+cosx =0, g'"(x)= —sinx =0. Dann gilt xg(’%) x(;.:;:ﬁf;) ~1
+cos %, so ist lim =0, Iim = 2 und xg'(x)/g(x) beschrinkt. Aber mit dieses
g(x) gestattet +(x, v) keine Toeplitzsche Transformation. Es ist zwar

[ ltx opldo = |+ ['=+a,

wobei mit geniigend grofes festes o > x, auch (i) beschrdnkt ist, aber doch
nicht so fiir

g(x)
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(i) g%52|1+cos x+vsino|d.

I

Denn, setzt man [ x] m, [ﬂ] =, [1] =y und v = 2zv +#, so erhilt man
27 27 27

(ii) ~ = 3% Sz”l1+cosx+(2m+t)sint[dt
0

V=n

> % ﬁ <Sﬂ{1 +cos x+(2vm + £) sin t}dt + Sﬂ—m {——1—cos X+ (2vr+1)sin t}dt> ,
v=n 0 My
wobei sin #, — %‘f_x < & (beliebig klein) fiir o > 7, (geniigend groB) ist.

Es sei y = Max 4, (< 1/vz). Alsdann besteht

=23

2
gﬁr((mz—nz)%i<l—%)—>oo fir x— oo}
7

T—n . 2 m T —7
(2vm+t)sin tdt = - > 2w [—cos z‘]
n

v=n n

also ist Szlxp(x, v)|dv gewiRl unbeschrdnkt. Daher kann nicht (%, ) eine
Toeplitzsci"le, und Satz 1 nunmehr zulidssig sein.

19. Auf Probe nehme ich die Stufenfunktion [x] als g(x) an. Es sei
[#]=# und [#] =m. Man erhilt nach Definition

C, [x]-s(x) = S:(l—%) s'(a)du = ni (1—ﬂ> S:Pls’(u)du

m=0 n

n—1 m 1 n
S (1~_>{s(m+1)—s(m)} — 1 v smy.

m=0 n N m=1
Konvergiert nun dies fiir x — co nach demjenigen das C,-s(x) strebenden
Wert, dessen Existenz vorausgesetzt ist? Ohne allgemeine Betrachtung
erprobe ich es fiir den Fall ¢ =0, s'(x)=¢"", s(x)=1i(1—e”), dessen C,-Limes
ersichtlich 7 ist. Nun lautet

p— i < _pomN 5 Z. ei'—'ei(n—i-l)> .

Co [l sty =1 St (1—em) =i W(TT i

fir # =[x] —>occ. Also ist Satz 1 noch bejahnend.

§3. Umgekehrt wollen wir den Ubergang « von (2) beurteilen. Es sei
aber jetzt vorausgesetzt, daBl die Funktion y = g(x) zwar eigentlich monoton
wachsend ist, d.h. ohne bestidndig g'(#)=0 zu sein, aber iibrige Umstinde
bleibend wie in § 1 besagt. Alsdann ist ihre Umkehrfunktion x=g"y)=#(y)
mit #(b) = a, h(oo) = co versehen, und wieder eigentlich monoton wachsend.
Werden ferner v = g(#) und s() = s(k(v)) = S(v) gesetzt, so kommen
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C,—s(x)= R S: <1—§g§>k_ls(u)g’(u) du

[ (1-2) s@ao=c.-50».
N

kU O\ e e g :
__Sb(1 17(7)> S W(2)dvo = C,-S(3);

ins besondere

C, s(x)= g(i) S s(u)g () du = - S S(v)do = C,-S(»),

C-s(x)= = S s(u)du = S Sk (v)ydv = C,-S(y).

k()
Man braucht den Ubergang zwischen folgenden Aussagen A und B:

(A) C,-s(x)=C,-S(y)—1, (B) C,-s(x)=C,-S(y)—1

zu untersuchen. Nach Satz 1 kann man direkt schlieBen, daB

(I) Wenn lim xg'(x)/g(x) endlich, und sg g'"(x) schhethh (etwa fur
x> x,) ungeidndert bleibt, so ist A — B wahr;

(I) Wenn lim yA'(9)/k(») endlich, und sg #"(y) schlieBlich ungeédndert
bleibt, so ist B— A wahr

Da aber offenbar ( W'y )_g Scx)g% 3 ist, so gelten
x8' (%) _ [1i YN o
fim *820 = tim 0= M <
: - xg'(x) _ [y 20/ (9)
und lim 2(%) [hm 1€ )] =m=0,

Uberdies haben g’(x) und A'(y) stets verschiedenes Zeichen, weil

R'(yy_ _W(y) _ KO

g"(x) gty g'lx)
sind. Deshalb falls eines von ihnen sein Zeichen bewahrt, so ist das anderes
ebenso beschaffen.

Aus diese Erwidgungen kommt der folgende Satz hervor:

Satz 2. Die Bewahrenheit des Zeichens sei vorausgesetzt. Alsdann hat
man folgende Alternierende :

(i) Im Falle m >0, M< oo sind beide Uberginge A 2 B wahr; d.h.
C,- und C,-Verfahren sind mit einander dquivalent.

(ii) Im Falle m =0, M< oo kann nur der Ubergang A — B feststellt
werden : das C,-Verfahren ist umfassender als gewGhnliches C,-Verfahren.
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(iii) Im Falle m >0, M= co ist nur der Ubergang B— A wahrhaft, also
wirkt solches C,-Verfahren schwéacher als C,-Verfahren.

(iv) Im Falle m =0, M= oo kann im allgemeinen nichts auf Ubergénge
A 2 B besagt werden.

Ammerkung. Ist z.B. ¢ =0, s(#) = (1—¢*) i, so hat C,~(x+1)log (x+1)
-s(x) wie C;-s(x) denselben Limes #, wdhrend C,-(¢"—1)-s(x) keinen hat.
Da aber fiir ¢ =0, s(#) = exp ie* zwar C,-(¢°—1)-s(x) = 0 bei x — co strebt,
soll es auch C,-s(x) — 0 sein. Nach Satz 2 erweitert kein C,-g(x)-Verfahren
in Fallen (i) und (iii) das Geltungsgebiet iiber dasjeniges des C,-Verfahren
hinaus. Das C,-g(x)-Verfahren im Falle (ii) allein dient den Konvergenz-
bereich zu erweitern.

§4. Zuletzt beweisen wir den

Satz 3. Es sei g(x) irgendeine positive monoton gegen oo zunehmende
Funktion®. Dann kann es aus der Voraussetzung

Coog)-s(0) = o Tam—sP g wyswdn =1 (1 o0)
immer zum SchluB
A-g(x)-s(x) = | exp {—rg(w)) g'w)stuydu — 1 (A — +0)

wohl gelingen.
Beweis. Wird das Parameter = 1/g(x) genommen, damit zu »— +0
nun x¥ — oo entspricht, und

exp {_‘_ .

gesetzt, so lautet A-glx)-s(x) = SwCI)(x, w)s(u)du .

Offenbar ist ®(x, #) Toeplitzsch. Setzt man ferner

g(%)%

W(x, u) P(k+1)q)(x u){g(x)

so kommt

Sw\If(x, ) C-s(t) du

! _gw) (N8 () 4, (“kigw)—g@)}*?
I‘(k+ 1)S ex p{ g(x)} {g(x)} g(x) S (U g'(v)s(v)dv

ool I

5)  Jetziges g(x) ist ganz frei von der in vorigen Sdtzen angelegten anderen Bedingungen,
damit e.g. xg/(x)/g(x) unbeschrinkt, oder sg g”(x) beliebig wechselnd sein darf.

g(')
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Das innere Integral kann durch die Substitution {g(«)—g(v)}/g(x)=1¢ sofort
in der Form

[%k) exp {—%} s:oe*‘t’“‘ldt = exp {—iﬂ)}

gebracht werden. Folglich gilt

Sj\F(x, u)Cy-s(u)du = S:exp { g((jg} g((z;)s( Vdv = A-g(x)- s(x)

Ins besondere bei s(x)=1 ergibt sich fiir x — oo
Sw\If(x, u)du = Swl\lf(x, )| du—1,

und lim ¥(x, u) =0 gleichmiBig bei festes #, woraus folgt, daB W¥(x )

Z-»00

wieder eine Toeplitzsche Transformation darstellt. Existiert deswegen
C.-g(x)-s(x)— ! fiir x— oo, so strebt ebenfalls A-g(x)-s(x)—/7 fiir x > o

(A — +0), w.z. b.w.

Zusatz. Es sei gewoéhnliches C,-s(x) fir £<1 vorhanden und =/
Alsdann folgt bekanntlich C,-s(x)—/. Befridigt g(x) die Bedingungen (8)
und (9), so folgt nach Satz 1, daB C,-s(x)—/ und woraus wegen Satzes 3,
daB A-g(x)-s(x)— 1.

Zum SchluB sei noch ein Beispiel beigefiigt. Ersichtlich ist das Integral

du

~ =1i(1—4") (wo argu =0 sei)

s(x) = S

divergent fiir x — co, und folglich weder C,-limitierbar noch A-limitierbar,

da s’(x):O(%) gilt. Dessengeachtet 14Bt sein C,-log x-Limes sich fest-

1 ) 2(1 1
1nggs(u); logxg1<7_z7:i>du

=i—7 ——1 flir x—oco.

setzen wie

Also geniigt unser C,-logx-Verfahren irgendwie der Erweiterungsbedingung.
Sogar ist obiges s(x) nach Satz 3 schon A-log x-limitierbar zu demselben
Wert 7 (vgl. dazu meine vorstehende Note §1). Daraus aber nicht folgt das
Vorhandensein des gewéhnlichen C;-Limes. Denn, fiir jetziges g(x) ist zwar
lim xg'(x)/g(x)=0, und also als zweite Fall von Satz 2 ist der Ubergang

C, — C; allgemein unzuldssig.



