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Das Abelsche Mittel fiir das Integral s(x)= Sx f(u)du wird gew6hnlich
durch '
(1) lim r oM () du = lim A S“’ oMy du= lim A(:, )
A>+0 Ja A>+0 a A

>0, %-roc

definiert. Es wird aber sich in gewiBem Falle als zweckmiBig erweisen,
dafiir ein verallgemeinertes Mittel

(2) lim AQ, gw)=lim {"exp (=g} f(w) du

= lim ) Sw exp §—ag(u)} g'(w) s(u) du

A>+0 @

zu annehmen, wobei g(#)( = v) irgendeine monoton zunehmende reelle positive
Funktion mit lim g(#) = oo ist. Dies ist offenbar eine spezielle Toeplitzsche

Transformation, weil die dazu notwendigen und hinreichenden Bedingungen

lim 2 S“ exp {—rg(u)} g'(u)du =1,

A>+0

Mlexp —rg@ gmldn< K fir 0<x <,
und limxexp {—Ag(w)} g'(u)=0 bei festes u,

A>+0

samtlich stets bestehen. Folglich erfiillt es die Permanenzbedingung, da8
jedesmal A(\, g(u)) — ! strebt, wenn lim s(#) =/ vorhanden ist. Freilich ist

die Umkehrfunktion # = g v) wieder positiv monoton zunehmend mit
lim g " (v) = co. Wenn hiernach

f(w) du = f(g~%0)) (g ~Xv)) dv = f1(v) dv
und s(x) = S: f(w)du = SZZ:Zfl(D) dv = $,(¥)

gesetzt wird, so wird

lim A g(u) s(x)=lim S:’ e (v) do = lim S:’ o-¥s,(0) dv,
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22 Yoshikatsu WATANABE

was mit dem gewdhnlichen Abelschen Mittel (1) iibereinstimmt. Trotzdem
ist unser neues Mittel (2) bisweilen vielmehr noch bequemer, wie unten
gezeigt wird.

§1. Wir wollen zuerst dartun, daB unser neuer Limes (2) tatsédchlich
der Erweiterungsbedingung geniigt: Es ist nidmlich bei Knopp® hingeweist

worden, daB die Reihe Z

St m

Cesarosches noch Abelsches Mittel haben kann. Ganz ebenso verhalt sich

B = 0) nicht konvergiert, und folglich weder

das Integral S —— (B =0); d. h. es ist weder konvergent noch Cesaro-, noch

Abel-lirnitierbar in gewohnlichen Sinne.® Trotzdem hat das fragliche Integral
wirklich ein verallgemeinertes Abelsches Mittel. In der Tat wird bei
g(u) =logu mit arg # = 0 unser neues Mittel

. du = e _ T a7
Slexp{ A loguy —— i ——Slu*lﬂ‘du-—[m]l A >0),

damit das betreffende Integral als sein A-log-Mittel den Wert /3 hat.
Ebensowohl gilt

1 du —1 .
So exp {—M|log#|} i F; bei A — +0,
und daher ist
(3) lim Smexp xllogul —03)
A>+0 JO

1>u -8t du, wo 8 =0 und
U

argu =0 ist. Da hier der Integrand = O(x~') fiir # — oo bleibt, so ist das

Ein noch annehmbares Beispiel ist Sw exp(
0

Integral weder konvergent, noch Cy-limitierbar fiir jedes k>0, noch A-
limitierbar in iiblichem Sinne. Trotzdem ist es zwar A-log-limitierbar. Denn,
wird u =1/t gesetzt, so folgt fiir X >0

o

(4) S exp {_)\. log u—%} u 1Pt gy = Sm e it 1eBl gt = T'(N+ 57).

0 0

Daher ist der gesuchte A-log-Limes eben I7(5%).

1 K. Knopp, Unendliche Reihen, zweite Auflage, S. 487.

2) Y. Watanabe, Das Abelsche Limitierungsverfahren bei Integralen, Japanese Journal of
Mathematics, Vol. IX (1932), S. 177-197. Aber ‘besser vergleiche man die berimte Arbeit von
J. Karamata; Neuer Beweis und Verallgemeinerung der Tauberschen Sitze, welche die Laplace-
sche und Stieltjesche Transformation betreffen, Journal fiir reine und angewandte Mathematik,
Vol. 164 (1931), S. 27-39.

3> Vgl. unten den Fall T in §2.
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Es sei nun bemerkt, daB fiir unseren neuen Abelschen Limes die bekannte
Tauber-Karamatasche Satz (Umkehrung des Abelschen Satzes) etwas anders

ausgedriickt werden soll; d. h. aus lim Sw exp { —ag @)} f(u) du = I, aber nicht

A>0

mit f(u)=0 <%> , sondern unter Bedingung f(u#) = O(g'(%)/g (%)) bei u - oo,
der SchluB Sm f(u)du =1 folgt. Ist ndmlich g(«) =10, so wird f(u) = f (g1 (v))

1y QU ; . 1\ ., . g'(w) .
(gYv) P i f1(0)g'(w) und demnach f(u)= O <7> g'w)=0 <@> sein soll.

§2. Ich iiberlege mir als zweites Beispiel das Integral

(5) [ ue e au

e

wobei =0, =0 mit argau =0, €0, o —co sind. Oder, wird u =¢"
gesetzt, so kommt

log
(6) S exp fav+Bi} dv, logée— —c0, log w — + 0,

loge

welches zugleich drittes Beispiel darbietet. Eine formale Integration liefert

ai,@i [“m] - aiﬁi [eXP {(a+pBi)log u}] ,

so daB entweder fiir o —>oco bei a >0, oder fiir &— +0, bei a< 0 der
absolute Betrag des Reel- bezw. Imaginir-Teil zwischen immer groBer werd-
enden positiven und negativen Grenzen hin- und herpendelt, wahrend bei
a =0 fir o — co sowie &€ - +0 noch oo mal endlich schwingt. Auch wird
das gewchnliche Abelsche Mittel (1) bei >0 durch

j‘oo g Mya-1+Bi Jy — S"" g tpa—1+Bi dt/xoﬂ—ﬂi (t — Xu)
0

0

= I'(ct+ Bi)/\e+Ps

gegeben, was bei zu +0 abnehmenden ) wieder unendlich groB schwingend
wird ; Oder,_wenn man auch # =¢® in das Integral einsetzt und berechnet

gw exp {(—A+a+ B3i) v} dvz[

—00

exp (—A+a+30) v]”"
—A+a+ 51 —oo

daraus aber wird gar nichts.

Nun spielt unser neues A-v*-Mittel eine vorherrschende Rolle: Es ist

namlich
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Ay = [

a4+ 2081 (= { ( « >2 ] ( a >}
= . —Alo—— —— ) dv.
exp o {_w exp v o +8 (v 2 v

J

Wenn man in dem Integral v—ﬁ = x einfiihrt, und'daﬁnfégi’a‘hm—é}aﬂeh—y
schen-Sinne—versteht® so erhilt man

o0 - 2

S e’ (cos Bx+isin Bx)dx = 4/ exp {—B—} , >0

= A 4
wie man leicht mit Benutzung der Cauchyschen Integration funktionen-
theoretischweise erweisen kann. Tatsichlich ist die komplexe Funktion
f(2)=-exp {—nz%* von z=x+yi regulir in dem durch vier Seiten y =0,
%= ¥R und y = Bi/)» geschlossenen rechteckigen Bereiche, so daf} das iiber
den Rand C des Rechteckes erstreckte Integral <§> f(2)dz =0 wird, und woraus
fiir Ryﬁoo die obige Formel sofort folgt. Demnach gilt fiir x >0

o — B+ 208

(7) A = yf T exp @S

und dies strebt gegen Null fiir A — +0, falls a?< 3% ist. Also ist das A-v*-
Mittel des Integrales Sw exp (av+Bvi) dv gleich 0; Oder wird das A-(log u)*-

—co

Mittel des Integrales Sw u" 1B dy gleich 0, falls |a|<|B] ist.
0

§3. Bisher hat man stillschweigend vorausgesetzt, dal der Parameter
A bloB reel positiv und gegen Null strebend sei. Aber doch es kann weiter

X

o R/ S
hier S als lim S verstanden wird, so bringt es auf neue Rechnung:
—00 R->-—c0, R/>x0 JR

@242 Bi
4z
a?21-2eBi -2 yw i ,3/2,/;\ ’szy]

(A) = exp Sw e~ Az? (cos Bx-+i sinﬂx) dx
0

reellen Teil im Klammern multiplizierte Glied
noch gegen 0, was aber bei dem imagindren il nicht der Fall ist. Denn, es ist

. — 2 . _
lim eXpr_lr%’;Bz-L B2y g dy = lim exp< A2a8 1im Xﬁ/z’/" eV’ dy| X e,
4 v'a Jo A 0

2 i
TP 1 0% %
worin der zweite Faktor =3 e esz/“( 1 N 527 F}\
2y x A ™~

~

o2+ 2api fiir A— -0, noch unendlich schwingend wird, sofern

strebt, wahrend der erste Faktor exp ir

ap==0 ist.
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folgendermaflen veraligemeinert werden. Ist A = &-+4i komplex, so folgt

=B +2apBi _ (a®— %) E+2aBy+[2apE—(a’ =B n]1
40 . LE+ 7Y

Nun, solange RA~>0 ist, existiert das Integral A(x)= r e B gy in der

komplexen \-Ebene, wihrend in die lings negativer Reelachse gesperrten

_ . .
A-Ebene der Ausdruck \/ 7;_ exp %ﬁl sich eindeutig reguldr verhilt.

Aber wegen (7) stimmen diese zwei Funktionen ldngs Wegstiickchens
A =§& >0 iberein. Nach dem Prinzip der analytischen Fortsetzung gilt daher
(7) allgemein auch in der Halbebene A >0. Also erhilt man

232 2a/377
(8 A= o 7 exp @ —B)E+2aBn gy ~
) |40)1= yf T ewn (SRS )
wie auch A= §+4i (§>>0) und y = a+B7 (8-=0) immer gegeben werden
mdgen. Wir wollen jetzt diese mdglichen einzelnen Félle umstédndlich unter-
suchen.

Fal . a=0, 3=0. Es strebt wegen (8)

(9) AN = .\%exp {_Zl_f%}-»o fir A=£—0.
Uberdies bleibt die Beziehung (9) auch
dann noch giiltig, wenn die komplexe
Variable A bei der Anndherung an 0 auf
den im Innern der rechten Halbebene
liegenden Winkelraume beschrankt ist,
der von zwei Strahlen 5 = +£cotd (wo
8 >0 beliebig klein ist) gebildet wird
(das punktierte Bereich in F1g I). Ist

ndmlich {X =|)|e} irgendeine beliebige
Punktfolge, die in dem genannten Win-
kelraum liegt und gegen O riickt, so

erd 1i)
| A\ | = A IT*[_eXp {;ﬁ?%ﬂ} Fig. I (a=0, 8=0)
22 2
Da aber hierin % 0080>%sin8 — « fest und >0 bleibt, so ist
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AMI< o 7 exp {~2 ]

und folglich es strebt gleichméBig gegen 0 fiir A — 0.
Fall II. |a|=|B], ¢ =0. In diesem Falle aus (8) ergibt sich

:Fazn}

— exp { ——1 4,

|A0)1= o 2, exp {357

je nachdem das Produkt @B <0 ist. Riickt nun 5 =|A|siné gegen 0 in dem
oberen bezw. unteren Winkelraume, der durch je zwei von Strahlen
p=xEcotd und = +&tand (§_>0 bheliebig klein) gebildet wird (Fig. II),
so strebt ebenso auch A(A)— 0. Denn, alsdann gilt

409l= e (35 < e (S5

=5 Xp{—ﬁ}—»O fiir A— +0.

; -'z”

Fig. II (|a|=]8], a8 = 0)

Fall III. B* > a® af =0. Man bestimme aus tan = ‘8;_52 den Winkel
«
<, derart, daB bei a8 =0 bezw. 0< £+ <— gilt. Dreht man die
A (=E&+9i)-Ebene um den Winkel ¢ =+ F ? mit A =0 als festbleibenden
Drehpunkt, so erhédlt man

§=1E&cos p—y sin p = & sin L' cos s,

n=2§& sin p+4' cos p = FE cosyLy sin,
wodurch das Zahlenpaar (&, %) auf (&', ") transformiert Wirdf Denkt man sich
jetzt jeden zu beiden Halbebenen £ >0, & >0 gemeinsamen Winkelraum, der

von je zwei der Strahlen 5 = F&cotf, 4/ = £& cot§ gebildet wird (Fig. III),
so erkennt man wieder, daf}
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| A | < w/!]f;%[exp {_l% sin 8 }= [%exp {__,C_}QO

COS

fir x — 0 strebt.

Fig. IIl (82> a2, ap=0)

Fall IV. «® > 5% «B3 = 0. Man betrachte wieder das Innere des zu
beide Halbebenen &>0, & >0 gemeinschaftlich genommenen Teil, wie in
Fall III, und den dort liegenden analogen (aber jetzt scharfeckigen) Winkel-

Fig. IV (a2> 82, aB = 0)

raum (Fig. IV). L&Bt man nimlich den Drehungswinkel bis zu (p:«]/j;;f

2 2
mit tan«;/:/g «

betragen, so gilt nochmals
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< e -2 [y = V= =iy =

fiir A — +0.
Fiigt man alle obige Ergebnisse zusammen, so lehren sie, daB

A-v*- r exp (av+Bvi)dv =0,
(10) - B=0, a=0)
A-(log u)?- S ur 1B dy =0,
0

gilt, wenn A = £+ 7 lings gewiBes Weges gegen 0 strebt.

§4. Gelegentlich betrachte ich als viertes Beispiel das Integral
(11) S“’ w1 dy  fiir & — 40, ©—> 400,

wobei ¢ =n+¢ >0, 2=0,1,2,--- und 0 <y <1, 8=0 sind.® Bekanntlich
hat dies schon eine C,-Summe (k£ > «), und folglich auch gewdhnliches Abel-
sches Mittel. In der Tat erlaubt das Abelsche Mittel bei @ ~>1 eine Teilweise-
Integration :

o0 -1, oo oo
AO\) = 5 o-Nige—1p8ui Jy [u" e "“HT“] + ac—l. g-AutBuiya-2 gy
0 —A+Bi do A—Fi Jo

worin der integrierte Teil wegen R\ >0, a ~>1 verschwindet.® Also ergibt
sich nach # maligen wiederholten partiellen Integrationen

(a 1)(“ 2) (“ n) —Au+ButyyY-1
(12) Ay = -~ | emerpanr au,

und daraus folgt bei y =1, @« =#n+1 bereits das Resultat, daB

(13) S""e~wu"eﬁuidu= N KL ) N TS N
0 =gyt (=i

strebt. Andererseits gilt bei 0< ¢ <1

(14) So w1 dy = B’ exp E vi.
Denn, die Funktion f(z2)=2""%=# (0 <y <1, 8>0)ist reguldr in demjenigen
Bereich S, der durch zwei Stiicke 0 < p <2 <R bezw. 0<p<y <R auf
Reel- bezw. Imaginir-Achse und zwei erste Quadranten der Kreisen

5 Im Falle @ <0 wird das Integral bestimmt +-oo.

6> Im Falle e=1 gilt schon A(A) = T_l__,% fir A—0; d. h. lim Swe~'\“ Si(:l B du = {
A—i 0

B A>+0 ]-/B
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[2|=p—0, |2|= R — co umgeschlossen wird. Aus das Verschwinden von
dem tiber den Umfang C des Bereiches S erstreckten Cauchyschen Integral
folgt ohne weiteres die Formel (14).

Durch Einsetzung in (12) aus (14) erhdlt man das gesuchte Abelsche
Mittel :

(15) lim r e My~ Ycos Bu~+1 sin Bu) du = ) exp Z- ai,
A>+0 J0 Joid 2

wobei wegen « = n+¢ der Faktor exp%aei =" exp—”z—ryz' wird. Z.B. ist fiir

ganzzahliges «

*  ap COS - 0 ] _
A- So u? sin Bu du = {(_1)p@/62p+1 bei a=2p+1,
oder
a- (T 98 puan= ((CIREVEY pei o pp,
Ich erwiinschte, aber vergebens, das A-¢*-Mittel des Integrales”

an r e xB dx = Sw exp {ax+iflog x} dx (x>0, 8=0)
1] 0

zu finden, was ich noch vielleicht als 0 vermutet habe.

70 Man kann ¢=1 annehmen, ohne Beschrinkung der Allgemeinheit; Oder wird e?=f gesetzt,

o
so wird es lediglich S (log ¢)Bt dt, eine scheinbar sehr einfache Gestalt.
1



