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Es sei f(z) eine analytische Funktion der komplexen Variablen z und « reell
positiv. Man hat das Riemann-Liouvillesche Integral

Jf@ = : gz_;é%)f):i fadu,

das fur gebrochenes o allgemein mehrdeutig ist:. Betrachten wir nun

g =2 JOf D) = Hof (2,

so erhalten wir eine analytische Funktion, deren Existenzgebiet eben mit dem-
selben von f(z) lUbereinstimmt. Gestattet nidmlich f(z) eine Taylorsche Entwick-

lung um z=0
f(z) ;‘ Ch - n/l—'(il"i‘l)

so lautet

g@= )f‘.oo a2/ M(n+a+l) .
n=

Dafir aber gilt

imy/ (e /T (n+1) = im¥V e,/ (nta+l) ,

N—ro0 N—>oco
und folglich besitzen beide Reihen dieselben Konvergenz- bezw. Fortsetzbarkeit-
Eigenschaften. Inzwischen veranliBt unsere Verfahren gewiBermafen eine
Veridnderung der Nullstellen-Verteilung. Ist beispielsweise f(z)=¢% so ergibt
sich

1 ( z 2 }
g(z HY* — _ 41 R S
@)= F r(n+a+1) I'a+1) L a+1+(a+l)(a'+2)+ .
Diese Funktion wird zwar wieder gané transcendental, aber doch verschwindet
in gewilen Punkten der Halbebene Rz=za—1, je nachdem >1 oder 1>q>0 ist,
wie ich unten elementarweise zeigen werde(*).

§ 1. Eine gerade Rechnung liefert sofort

X o7 i o 1 (Z C)w o . 2" o ~
He=gJe =0 TGy ¢4¢= % Torasny @>0. (1

Ms

(1) Man vergleiche flir etwas ausgearbeiteten Baweis, Polya und Szegd, Aufgaben und Lehr-
sidtze avs der Analysis, Bd. II S. 70, S. 250.
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Ins besondere gilt fir a=1

1
He = (@-D),
was in den auf der imaginiren Achse liegenden Punkten z=2xun/ verschwindet,

wo n ganz =0 ist. Auch fiir jedes reelle x ist im allgemeinen

e o [
H*¢ ~f0 W@’dt>0,

so daB auf der reellen Achse es keine Nullstelle gibt. Anderseits, falls z,=7,
exp 70, eine Nullstelle ist, so muB z,=7, exp (—i8,) auch dieselbe sein. Deshalb
darf ich unten mich nur auf den Fall beschriunken, worin 0<f8(=arg z)<m, d.h.
der imaginire Teil y>0 ist.

Setzt man nun in (1) z=7¢%, ¢=pef (§ fest), so erhilt man

.1 [T (r—pt
H?* ¢ =3, T

oder, indem man nochmals psing =%, rsinf =y, cotf =c¢ einfiihrt,

exp {p(cos@ +7sinf)}do,

v . a—1
Hwezz&lw fo (yl’(?z)) e (cosmp +isiny)dy

“U+iV =W, (2)

Die hier in dem Integranden auftretende Funktion (y—7)%-le7=Y ist non-negativ

im Intervalle 0<<»<y, und erlaubt fiir festes y

Yy Wt Ra—O—(a—D |, wo

Rz—0) I =

6 7 R l

Hieraus flieRBt die Folgerung, daB fira>1 bei Rz<a—1, g{; <0 gilt und Y(=0)

oY

nimmt stets ab, wenn » zunimmt, wihrend fir 0<a<1 bei Re>a—1, 22 >0 und

0
Y(>0) monoton zunimmt.

§ 2. Falls zuerst a>1, Rz=x<a—1, so daB ¥ monoton fallend ist, schreibe
ich

S o g — L ) o i 1 Y v i
V=3 f 7 smvdv;:ym[,(a) fo Ysinypdy
7: v .
:fo -I—f 05a000 + fm mit y=(p+eln, 0Ke< 1

»—1 »
:1;1_112_{_.........._*_(_]) 1)1)_}_(_1) 1)/1)+1’
WO U022+ » > 0,0y 1120 sind. Daher gelten, sowohl fiir p=24—1 als p=24
Y
fo :(171—?)2)'*-(03—*”4)“]‘ """ +<‘U2q_1“1)/zq> >0

=Ws—v2) + (Us—v) 4 oreeer + (Wege1—T2q) + 02041 > 0.
In diesem Falle ist also in der Linke der Gerade x=a—1(<0) durchaus JH»e*>0,
somit ¢s dort keine Nullstelle gibt. Aber bei a=1 zwar verschwindet W=U(x,
¥ ) +iVix, y, a) im Punkt P(x=0, y=2nxr, n=x0), wihrend in demselben Punkte
die Determinante
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oU oU oU 14 ; 5 .

p—{oe o |- 0x ~ax (5 + (%)

ov 8v | | oV U

0x oy . 0x Ox
den positiven Wert 1/4#*z* annimmt. Es leuchtet hieraus wegen eines wohlbe-
kannten Satzes ein, daB durch jeden Punkt P(0, 2nrz) in der z-Ebene je eine Kurve
Ulx,y, «)=0, V(x, 9, a=0 existiert, und daB fir a<1 alle diese in der Rechte der
Gerade x=«a—1 liegen sollen.

§ 3. Um den Falle 1>a>0 zu behandeln, schicke ich folgende triviale Lemata
voraus :

Lemma 1. Mit der konstanten Summe 2¢ zweier positiver Zahlen ¢ und b
wird das Produkt @b maximal bei a=b=c. Das Produkt ist je gréBer mit je
kleiner Differenz; d.h. wenn a,+b:=a,+b.=2c und |a,—b;| < |a.—b.| sind, so besteht
a:b:>asb.. Dies ist klar, wegen der Identitdt ab=1((a+b)%—(a—b)*)=c"—1(a—b)*.

Lemma 2. Sind ay, b, a., b, alle positiv und ab,>a.b. sowie |a,—b:|> |a.—b:|, so
folgt (a;+b,%>(a;+b.)? und deshalb auch a;+b,>a.+b..

Da nun fur 1>a>0, x>«—1, die Funktion ¥ monoton wichst, gilt folgendes:

VHee - — L1 7
U=RH*¢ = Sapees [\ Yeosydn
z 21 pr 4 5
:fo +f,, — _|_f( +‘/‘M mit y=(p+e)r, 0<e <1

p=-D=

= Pyt Vg — e +<—1>1’vp+<__1>1)+1 ‘U/p+1 ,
wo offenbar v;, vs,++-+,0,>0 und v74,=0 sind. Uberdies ist die Folge vi vz-eeo
sogar monoton wachsend. Zum Beweis dafiir setzt man zuerst

p=hn+t (0<t<2rn), y—hn=1(>27x und 1—a=p>0,
dann ergibt sich
fh(:+2) ﬂ'@éﬂ)T e cosydy =(=1)"e™" ‘/;M (t——l-r)ﬁ— e costdr.
Das letztere Integral kann beschrieben werden wie folgt:

f /2 i‘ e ecm—m) e° (Z+7) ¢ Cr—7) \‘
o W(t—1)f ~({—mn+1)f T (d—n—1)" T (t—2m +c)f [0St dr

:fom Y,—-Y2:—Y:+Y,)costdr,

Nennt man a;=f—rt, by=f{—2n+7 und @o=¢f{—n+7, b=ft—n—7, so ergeben sich a;+5;
=@, +b,=2{—-27(>0) und a,—b,=2r—21, a.—b.=27r, wo 0<2r<n ist, daraus a,—b;
>a,—b, folgt. Deswegen erhilt man unter Anwendung von Lemma 1
abi<al,, dh. (—0)(—-2r+7) < ({—rw+)(E—r—1),
und weiter
o7 gt @n—1> (=1 gtlmt )

(T—c)P(f—2n+c P ~ (i—n+tc)f(f-m—c)f"’

Anderseits ist ¥ monoton zunjhmend, somit Y,<Y, und Y:<Y% mithin wird Y,—Y;

>Y;—Y,. Daher nach Lemma 2 gilt

dh. Y.Y.>Y.,Y,
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n+2

Y. +Y.>Y.+Y; und folglich sg =(=1".

¢
e
Sonach hat man (—vs-1+02) >0, (V2q—V20+:)<0 und schlieBlich vy ;<02 <V2y+z. Also
ist die Folge {v:} monoton wachsend, wie oben erwidhnt. Daraus aber ergeben

sich fir y=2g+¢)Hn, 0<e'<1/2
v
fo =W —vs)+(Ws—v5) +oeere + (Voq—V20-1) +V'2q1e > 0,

und fir y=2g+1+e)m, 0’ <1/2

v
fo = —1)1—'<L'3—1)2>— """ "(Uzq+1—vzq>_v 2tz < 0 .

Also verschwindet U(y) nur auf dem zweiten und vierten Quadranten des Argu-
menten y (Modulo 2x).

Kénnten wir erweisen, daB V(y) auf dem oben genannten Quadranten kei-
neswegs varschwindet, so wiirde es bewiesen werden, daR W=U+ 7 V=0 in dem
Gebiet 1>a>0, x>a—1 ist. Zwar in diesem Gebiet kann man nach der vorigen
Weise sehen, daB bezw. V=—, 4+, + wird, je nachdem y=2gn, (279+1)n oder
(29+1/2)= ist. Da aber das Zeichen von V fiir y=2q+3/2)r doch unklar ist, so,
um den Beweis zu ergidnzen, muB ich mich mit etwas anderen Methode behelfen.

Obgleich W eine analytische Funktion von

z2=x+yi=7{cos 0+ 7 sin ) =y(c+7), c=cot @
ist, vermag sie doch als diejenige von y allein gedacht werden, falls § als fest
betrachtet wird. Da wir schon den Falle §=#n (y=0) ausschlossen haben, so ist
W(2)=W(y,0) zwar reguldr in bezug auf y. Folglich kann der Ausdruck (2)

umformt werden zur neuen Gestalt:

- 1 (1—¢)et . . .
W=U+:{V= Wexp {(c+idyt}rdt, (a>0)

0

worin c=cotf (=) bloB als Parameter auftritt, und unabhingig von y ist.

Wir gewinnen deshalb

. 1
‘%’V:Iia) Ct(—t)* T exp {(c + iyt dt,

was durch partielle Integration

aw .« 1
@i @ (3

liefert, und nochmalige Differentiation erteilt

aw T . a\t o« . 1+ 1
TyZ:L<C+Z—?> +y2jW+(C+Z— p )}I—”((x—) <4>

Angenommen, nun es geschieht, daf

W=U+ V=0, (5)

dann miBen vermége (3) und (4) gelten
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aw dU  .dV 1

dy =dy TVdy T 3T (@
d*w U .2tV [ 1+a) 1 7
T = ay iy =5 iy @ -
Damit lauten fiir imagindre Teile

av dxv 1 )
V=0 ay= o esT @ T

und daher muB dort ein Extremum vorhanden sein. Aber bei positivem «=1

hat dies keineswegs geschehen, wie wir schon oben so ausfiihrlich gesehen ha-
ben. Lemnach ist die Annahme (5) zwar unmoglich, was eben zu beweisen ist.

Infolgedessen kann man dartun auf dhnlicher Weise, wie in der Ende des
Abschnittes 2, daf der Kurvenzug

Hee=U(x,y, ) +i V(x,y,x)=0

fir den parametrige Wert 0<a<1 durchaus in der Linke der Gerade s=a—1
liegen soll. AuBerdem vermute ich, daB diese Kurven vielleicht von der Gerade
r=q—1 asymptotisch im Unendlichen beriihrt werden.

§ 4. Bekanntlich verschwindet keine von beiden Funktionen cos z, sin z bis
auf reelle Achse, was auch bei etwaiges o> fiir Funktionen

H* cos 2:2m (=D I'Cn+a+l),
0

sowie
H* sin 2:2: (=1# 1t 22 Yr(2n+a)

ebenso gut gilt. In der Tat haben beide reelle Funktionen

cos, 1 [*(x—=§)*"" cos
H* Gn*=% Jo I (o) sin ¢ 4§

fir 2>a=0 bezw. fir 1>a=0 je zwei Nullstellen zwischen 2xn und 2(z+Dr
(jedoch fiir a>>2 bezw. a>1 gibt es keine Nullstell auBer £=0), wie man leicht
nach den oben benutzten Methode zeigen kann. Also durch H*Verfahren bewegen
sich die Nullstellen dieser Funktionen auf reeller Achse hin und wieder.

Zum Beispiele verschwindet die Funktion

sin z

H' cosz= =(sinx coshy+7 cosx sinhy)/(x+iy)

fir x=nn{n=x0) y=0. Da aber die dortige Dzterminants

p=|%% 5 |= (BT 4 ()~ ks o
oV oV
0x 0y
ist, so muB je eine Kurve in der zEbene
U, y, a)=0, Vi, y, a)=0

durch den Punkt (x=#nx, v=0, a=1) existieren. Alle diese Punkt= liegen durchaus
auf reeller Achse. Unsere Verfahren H¢ bestimmt also eine homeomorphische
Abbildung der Nullstellen von cosz auf diejenigen von H”* cosz in der rellen
Achse.



